Cercul Judetean de Excelenta la Matematica Mihai Contanu, profesor
Constanta

Clasa a V-a. Lectia 8.
Probleme pregatitoare pentru

Olimpiada Locala

1. Demonstrati ca numarul natural 444...44 — 888...88 este patrat perfect.
%,—/ %r_/

2ncifre ncifre

2. Demonstrati ca numarul natural N =3690369...0369 nu este patrat perfect.
3. Scrieti numarul 2008 ca suma a trei numere naturale pare i cuburi perfecte.
4. Fie numirul natural a=7+7% +7° +...+ 7%,

a) Demonstrati ca numarul a nu este patrat perfect.
b) Calculati restul impartirii numarului a la 400.

5. Calculati valoarea numarului natural a si valoarea cifrei b stiind ca (a+3)-200b = a-2009.
6. Pe tabla sunt scrise numerele naturale 2, 0, 0 si 9. Putem sterge de pe tabla oricare doua

numere, scriind in loc succesorii acestora. Este posibil ca, in urma mai multor operatii de acest
fel, sa obtinem patru numere egale?

2009 2008 - -
7. Demonstrati ¢a numirul natural n=3* —3> se poate scrie ca produsul a trei numere naturale
consecutive.

8. Calculati valorile numerelor naturale a si n stiind cd a® —9=8-(9+9% +9° +...+ 9%°%).

9. Calculati restul impartirii numarului 2°°*° la 3.
10. Calculati catul si restul Impdrtirii numarului 7 - 2°°*° la 5. 22",

11. Pe un raft al unei biblioteci sunt agezate in ordine zece carti, astfel incat numarul de foi
pentru doua carti “vecine” sa difere cu 1. Pot fi pe raft douad carti vecine care sa aiba in total 2006
foi? Dar 2005 foi?

12. Se da sirul de numere naturale: 1, 1,2, 5, 12, 27, 58, ...
a) Completati sirul cu urmatorii trei termeni.
b) Calculati suma primilor 100 termeni ai sirului.

13. Calculati valoarea celui mai mic numar natural de forma 7a,a,a,...a, care este de cinci ori

mai mare decat numarul aa,a,...a, 7, unde k >1.



14. Calculati ultimele trei cifre ale numarului natural N =123456789 2003 , dupa ce acesta este
scris 1n baza 10.

15. Rezolvati in N ecuatia 3* +3Y + 3% +3' =6840, unde x,y,y,t>2.

16. Numarul natural N, format din trei cifre, este patratul unui numarului natural n. Daca
schimbam ordinea ultimelor doua cifre ale Iui N, obtinem patratul numarului n+1 . Calculati
valoarea numarului N.

17. Fia a un numar natural compus astfel incat daca numarul prim p divide numarul a, atunci
numarul p+1 divide numarul a.

a) Demonstrati ca numarul 12 divide pe a.

b) Calculati valoarea celui mai mare numar a format din trei cifre.

18. Fie numerele naturale xy si ab, scrise in baza 10, astfel incat xy divide peab . Demonstrati
ca x=y dacd si numai daca a=»b.

19. Calculati valorile cifrelor a si b stiind cd a-b=cd si a” =dc.

20. Se dau sase urne, unele continand bile. Fie operatia: se aleg trei urne si se pune cate o bila in
fiecare dintre ele.

a) Continutul initial al urnelor fiind 0, 0, 4, 6, 6 si 8, scrieti o succesiune de operatii in urma
carora toate urnele sa contina acelasi numar de bile.

b) Continutul initial al urnelor fiind 0, 1, 2, 3, 4 si 4, demonstrati ca nu exista o succesiune de
operatii in urma carora toate urnele sa contina acelasi numar de bile.

Bibliografie: Gazeta Matematica, Seria B
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1)  Populatia orasului VENI, este un numar natural format din cinci cifre. Daca
se adauga cifra 1 in fata acelui numar, se obtine populatia orasului VIDI, iar daca
se adauga cifra 1 la sfarsitul acelui numar, se obtine populatia orasului VICI. Se
stie ca populatia orasului VICI, este de trei ori mai mare decat populatia orasului
VIDI. Aflati populatiile celor trei orase.

2) Demonstrati cd valoarea numarului: 2a011+ 20b11+ 201cl+ 2011d -abcd , NU
depinde de valoarea cifrelor a, b, ¢ si d.

3)  a) Demonstrati cd numarul 1+2+3+.... +2010+2011 este divizibil cu 2011.

b) Demonstrati ca orice multime formata din 2011 numere naturale, nenule,
contine cel putin o submultime cu suma elementelor sale divizibila cu 2011.

4) Un numar natural de patru cifre nenule si distincte doua cate doua , de
forma abcd se numeste “ progresiv “ daca a+d=Db+c. Sa notam cu P mulfimea
tuturor numerelor progresive.

a) Demonstrati ca daca abcd € P, atunci si dcbae P, iar suma celor doua
numere este divizibila cu 1111 .

b) Demonstrati ca numarul de elemente al multimii P, este divizibil cu 8 .

5) a) Determinati numarul natural abcdef . Stiind ca abcdef =3-bcdefa.

(E 12344 Gazeta Matematica 5-6/2002)
b) Suma a doud numere naturale este 358. Impartind numarul mai mare la numarul
mai mic se obtine restul 8 si impartind numarul mai mic la numarul mai mare se
obtine restul 50. Aflati numerele.

(E 13727 Gazeta Matematica 11/2008)

6) Intr-o urna sunt bile rosii, galbene si albastre. 918 bile nu sunt rosii si 418
bile nu sunt albastre. Impartind numérul bilelor albastre la numarul bilelor galbene
se obtine catul 4 si restul 53. Aflati cate bile rosii, galbene si albastre sunt in urna.



7)  Demonstrati cd abcde:7 < (cde—ab):7 (criteriul de divizibilitate cu 7).

Analog se formuleaza criteriile de divizibilitate cu 11 si 13.

8) Demonstrati ca 5a + 8b se divide cu 17 daca si numai daca 4a + 3b se
divide cu 17, oricare ar fi numerele naturale a si b.

9) Demonstrati ca 2a + 5b se divide cu 11 daca si numai daca 3a+ 2b se
divide cu 11, oricare ar fi numerele naturale a si b.
10) Calculati un multiplu al lui 2007 care are suma cifrelor tot 2007.
11) Dati un exemplu de un numar care are suma cifrelor sale 1998, iar el insusi
se divide la 1998. Justificati raspunsul.
12) Demonstrati ca in produsul P=1!.2!.3!.4! . .. 100! se poate sterge unul
dintre factorii k! astfel incat produsul care ramane sa fie patrat perfect.
13)  Fie numerele a, b si ¢ naturale astfel incat a® +b* =c*. Demonstrati ¢
6/ ab.
14)  Determinati numerele pétrate perfecte de forma aabb .
15)  Determinati numerele patrate perfecte de forma abcd , astfel incat

abed = (abc -bd).

16) Demonstrati cd daca (a’+b’):7, atunci ai7si bi7.

17)  Determinati numerele naturale X, y, z, unde x este numar prim, astfel incat:
X' +y*-z2=2137.

18) Fie a;beN,a=0.Daca fractia a+h

5a+12b

este echivalenta cu é, calculati 9
a

E 12027, GM 10/2000
19) Calculati suma ultimelor 50 de cifre ale numarului N =123 + 124 + ... + 321 +
123-124-...- 321.
20)  Sa se scrie numarul 189" ca suma de trei patrate perfecte diferite, unde ne N".
GM. 11/2010
21)  a) Determinati numerele de forma abcd , divizibile cu 21, care sunt pitrate
perfecte.
b) Demonstrati ca 77777° < 22222°-8°.
G.M. 2/2009

22)  Un numar neN* se numeste perfect daca suma tuturor divizorilor lui

naturali este egala cu 2n. a) Verificati ca numerele 6, 28 si 496 sunt perfecte.
(Pitagora)

b) Demonstrati cd daca peN"este numar prim astfel incat 2° -1 este numar
prim, atunci n=2""(2" —1)este un numér perfect. (Elementele lui Euclid)



23)  Determinati valorile cifrelor a si b astfel incat: @aa® - b*> = bbb?.
D.M. Bdtineyu - Giurgiu

24)  Determinati ultimele doua cifre ale numarului:
a=3%°—-32%4+377 —...43%-324+31-3°
Daniela Chendra

25) Sedamultimea 4 = {*+——+ -+ |n € N'}. Determinafi AN N.

Nicolae Cavachi
26) Demonstrati ca in baza zece egalitatea
U105 ...0, + 0,05 ...0,0; + -+ 0,0, ... 4,5 = k*?,a; cifre, k € N, are
numai patru solutii distincte. Constantin lordan
27)  Determinati numarul natural cuprins intre 2000 si 3000 divizibil cu orice
numadr natural cuprins intre 1 si 10.
28) Fie multimile A={x|x=3a+2,aeN}si B={x|x=2b+3,beN} . Determinati
ANnB.
29) Consideramsirul: 1,2,3,4,6,7,8,9,11, 12,13, 14,16, 17, ....
a) Demonstrati ca 2010 nu este termen al sirului.
b) Determinati termenul de pe locul 2010.
c) Calculati suma primilor 2010 termeni ai sirului.

Gazeta Matematica

30)  Fie  multimile: { b‘ab bj} B = {x e N|35< x <50, xare 9 divizori},

C={xeN x=@ .
15

a) Determinati multimile A si B.

b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
p1: ,,Suma elementelor multimii C este un numar divizibil cu 15”.

P2: ,,AnB=1{36,48}"

TEMA: 5,7,9,11, 12, 20, 28.



