Cercul Judetean de Excelenta la Matematici Prof. Mihai Preda
Constanta

Lectia 7. Fractii ordinare

Clasa a V-a
25.01.2014

O fractie ordinara este catul neefectuat a doua numere naturale a si b, cu b=0. Fractia
. o . a o . . . . a < <
ordinara se noteaza ™ sau a/b. Numarul a din fractia ordinara ™ se numeste numaritorul

fractiei si numarul b se numeste numitorul fractiei.

. . . a . < <
Fractia ordlnaraB este subunitara daca a <b.

. . . a e e <
Fractia ordmaraE este echiunitara daca a = b.

. . . a . < <
Fractia ordinara b este supraunitara daca a > b.

Fractiile ordinare % si % sunt echivalente daca ad = bc.

Aplicatii:
1. Simplificati fractiile astfel incat sa obtineti fractii ireductibile:
3) aa 3ntzygn 0) abab
aaa 2n+34on+l cdcd

2+4+6+....+524 o 1+2+3+...... 121

d
) 3+6+9+..... + 786 3+6+9+...+171

1111+ 2222 + 3333 + 4444 + 5555 + 6666
7777 +8888 + 9999

e)

2. Calculati valorile cifrelor X, y si a astfel incat fractiile sa poata fi simplificate:
2% . L. 3 .o X
a)% prin 5; b) — prin 10; C) 57 Prin 2.
3 (T). Simplificati fraciile : a) 72> b) ~=0%

4. Calculati valorile numarului n eN astfel incat fractiile sa fie numere naturale:

13 9 2n+5
a) n-2"' b) 2n—-1"' c) n+1 -’
5. (T) Se considera mulfimea A= {X eN/x= 2618a22a7bC4675 ,a# 0} .

a) Calculati cardinalul multimii A.

2618abcabc4675 c

N,
187

b) Calculati suma tuturor numerelor de forma abc pentru care

a=0.



6. Codul PIN al unui telefon mobil este un numar natural format din patru cifre, dintre care
trei sunt identice, fara a fi toate patru identice.
a) Cite astfel de coduri exista?
b) Care este suma S a tuturor acestor coduri?
c) Demonstrati ca S este un numar natural divizibil cu 1890.
d) Calculati numarul tripletelor de forma (x, y, z), unde x, y, Zz eN si x <y < z, care
S

verificd relatia: X-y- 2= < o 2005

7. Fie o fractie echiunitara de forma 8; Calculati valoarea sumei x2+y?.

8. Stiind ca fractia 3;1_61 este echiunitara, calculati valoarea numarului natural X si apoi
2X+5

calculati valoarea fractiei .
4x -91

9. Calculati valorile numerelor prime a si b astfel incat fractia @ sa fie echiunitara.

10. Ordona‘;l crescator fractiile: 321321321 123456789 | 12345678
123123123 123456789 123456789

115, 215 3.15 100-15,
40 7 40 " 40 40
2-3+4-6+6-9+...+2010-3015

3.5+6-10+9-15+...+3015-5025

11. a) Cate numere naturale sunt in sirul:

b) Simplificati fractia:

(0.J.M.)
12. (T) a) Demonstrati ca numarul X = 2+4+6+...+4020-2010 este patrat perfect.

: . . alb+a2b+...+adb
b) Daca a si b sunt cifre, cu a # 0, demonstrati ca numarul — este

ash

patrat perfect.
(0.J.M.)

2°.5% 3a+6b  2'%+21924 2%

13. Simplificati fractiile: : X .
P 5%1.2270a+18p 2% 4+ 290 4 210

2X2X%2
14. a) Simplificati fractia 3X3X3X si calculati valoarea numarului natural X pentru care fractia
X3X3X
este ireductibila.
b) Se considera sirul de fractii: > : 8 111417 .... Determinati urmatorul termen al

71115719 23"
sirului si termenul de pe pozitia 51.

15. (T) Fie multimea A= {X eN/x =

2618abcabc4675
,az0p.
187

a) Calculati cardinalul multimii A.



2618abcabc4675 c

b) Calculati suma tuturor numerelor de forma abc pentru care &7 N.
(0.J. M)
16. Fie fractia 3n+5 .
2n+Xx

a) Pentru x = 3 demonstrati ca fractia este ireductibila oricare ar fi n numar natural.
b) Pentru x = 7, calculati valorile naturale ale lui n pentru care fractia este reductibila.

STERGE! AB?= 2.4 ap MB_a __ ___
C b
2 2
17. Demonstrati ca fractia d 1 od? este reductibild pentru orice valori ale numerelor
+

naturale nenule a, b, ¢ si d. Generalizati!

a b c
18. Demonstrati ca fractia 3+ 5b(+ ! b;L 2d ,unde a, beN*, ¢, deN, nu poate fi simplificata
ab(a+

printr-un numar natural par.

a b
19. Demonstrati ca fractia 2005 +2007"+1 , unde a, beN*, nu poate fi simplificata

ab(a+Db)

printr-un numar natural par.

a’b+ab® +7"
c’d+cd*+6™’
simplificatd printr-un numar natural par.

20. Demonstrati ca fractia unde a, b, ¢, d, neN, meN*, nu poate fi

a b
21. Demonstrati ca fractia % , unde a, b eN*, nu poate fi simplificata printr-un
ab(a+

numadr natural par.

sa fie

-X+2y-2
22. (T) Calculati valorile numerelor naturale X si y astfel incat fractia %

subunitara.

— a+l b+2
23. Calculati suma tuturor numerelor de forma ab, unde e eN si

eN.

24. Stabiliti daca fractiile sunt subunitare sau supraunitare:
199319%4 419941993 b) n"* +(n+1)"
1993'9%3 4+199419%¢’ n"t 4+ (n+1)"

211998 + 225994 _ 81497
25. Demonstrati ca numarul n = este numar natural.

29.1998 + 22 —29.1987

a)




26. Calculati valorile numerelor naturale x si y astfel incat fractia 35 sa fie

X(y—2)+y-2

numar natural.

27. Determinati tripletele (X, y, z) de numere naturale pentru care fractia 5 este
X+2y+3z

supraunitara.

28. Fie numarul f(n) = 22+—%§9 (scrierea ”f(n)” o cititi “f de n”). Calculati valorile
n+

numarului neN astfel incat numarul f(n)eN.

n n

. . S . +3 5
29. Calculati valorile numarului natural n pentru care fractia T gt este numar natural.
+

6" +7" +8" 5
m este numar natural.
+ +

21+2X +22x +2257
2258 + 2256

30. Calculati valorile numarului natural n pentru care fractia

este subunitara.

31. Calculati valorile numarului natural x daca fractia

1326091

1734119

33. Calculati valoarea celui mai mic numar natural nenul n si valorile numerelor naturale a, b
) . 1.2.3-...-n <

$i C pentru care fractia ——————— este numar natural.

2%.3°.11°-23

. . 4n+5
34. Determinati forma numerelor naturale n pentru care fractia i1
n+

32. Simplificati fractia

este reductibila.

16 16

35. (T) Demonstrati ca fractia = poate fi simplificata prin 10.

23 -19°
. . o — . . . bcd e
36. (T) Determinati numarul natural abcd cu proprietatea ca fractia a_ifa are cea mai mica
valoare posibila.

37. Cercetati daca fractia este ireductibila, iar daca este reductibila calculati valoarea
numadrului cu care o puteti simplifica.
15n+7 n+4. 15n+ 4
a) b)

; ; C )
10n+5 9n+5 ) 35n+9

38. Simplificati fractia 199...9 stiind ca cifra 9 apare de n ori atat la numarator cat si la

numitor.
S5n-2
2n+1
40. Demonstrati ca pentru orice valoare a numarului natural n fractia

n n+1 n+2 n+3
;?n i ;?”” il §§n+2 il gims poate fi simplificata cu 20.
+ + +

<2

39. Calculati valorile numarului natural n stiind ca 1<

41. Calculati numerele de forma abcd stiind caa > b > c >d si ca fractia

abcd +abc +bd +cd L
S— este subunitara.

abcd +bed +ab +bc + db +3a

Tema: problemele 3. 5, 12, 15, 22, 35 si 36.
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Evaluare

Nr. Numele §i prenumele P3 P5 P12 P22 P26 P35 P36 | Total
crt. elevului

Ancuta Daria 7 5 4 6 7 7 6 42
1. S.G.”Spectrum”

Balagiu Darian 7 3 7 7 7 7 5 43
2. C.N.P.”C-tin Bratescu”

Beghim Genghiz 7 5 7 7 7 7 2 42
3. L.T.”Ovidius”

Bogaciov Vlad - - - - - - - -
4. L.T.”Ovidius”

Boghea loana 7 7 7 7 7 7 7 49
5. S.G. Nr. 37

Boni Daniel - - - - - - - -
6. S.G.”Dan Barbilian”

Bréinzoi Ana-Emilia 5 5 7 6 7 7 6 43
7. L.T.”Ovidius”

Carp Alexandru 7 5 7 7 7 7 7 47
8. C.N.M.B.

Cocargeanu Vanda 5 5 7 7 7 - - 31
9. L.T.”Ovidius”

Constantin Riazvan - - - - - - - -
10. | S.G.”Gheorghe Titeica”

Dulgheru Andrei - - - - - - - -
11. | C.N.M.B.

Girban Alexandru 7 7 7 7 7 7 7 49
12. | S.G.”Spectrum”

Ionescu Serban 7 5 7 7 7 7 6 46
13. | C.N.M.B.

Nutescu Sebastian 5 7 7 7 7 7 7 47
14. | L.T.”Ovidius”

Pirvu Alexandru - - - - - - - -
15. | L.T.”Ovidius”

Preda Diana 7 7 7 7 7 7 7 49
16. | L.T.”Ovidius”

Puscasu Riazvan-Stefan 7 3 7 6 7 7 3 40
17. | S.G.”Spectrum”

Rusu Sergiu-loan - - - - - - - -
18. | S.G.”Nicolae Tonitza”

Simionov Bogdan 7 7 7 5 7 7 1 41
19. | C.N.M.B.

Stelea Karina-Sanziana 6 5 7 7 7 7 7 46
20. | C.N.M.B.




Sendroiu Razvan-Calin 7 - 4 2 7 7 2 29
21. | L.T.”Ovidius”

. y 1+2+3+...+15 1+3+5+...+101
3. Simplificati fractiile :a) b .
2+4+6+..+30 51

Solutie:a) 8/31; b) 101.

, _ 2618abcabc4675
5. Fie multimea A=< Xe N/x = T, ,az0¢.

a) Calculati cardinalul mul{imii A.

2618abcabc4675 .

b) Calculati suma tuturor numerelor de forma ﬁpentrucare 187 N,
undea=0.
. . 2618abcabc4675 2618-10"° abc-1001-10° 4675
Solutie: a) eN = + + eN=>
187 187 187 187

abc-91-10* abc-91-10*

———— N> —m
17

trei cifre care este divizibil cu 17 este 102 = 17 - 6, iar cel mai mare este 986 = 17 - 58.

in total sunt 58 — 5 = 53 de numere de trei cifre care se divid cu 17, deci card A = 53.
(6+58)-53
2

—14.10" + 25 + eN=> 17/ abc. Cum ax 0, cel mai mic numar de

b) Suma cerutdi este S=102 + 119+ ...+ 986 = 17(6+7+ ... + 58) =17 - =17-32-53 ==

28.832.

12.a) Demonstrati cd numarul X = 2+4+6+...+4020-2010 este patrat perfect.
alb+a2b+...+ad%

asb

b) Daca a si b sunt cifre, undea # 0, demonstrati ¢a numarul este patrat perfect.

(0. J. M. 2010, Giurgiu)
Solutie:

a)x=2(1+2+3+...+2010) -2010= 2010-2011-2010=2010-(2011-1)= 20102,
b) (100a+10+b+100a+20+b+....+100a+90+b)/(100a+50+b)=(900a+450+9b)/(100a+50+b)=9=32.

Xy-X+2y-2

22. Calculati valorile numerelor naturale X si y astfel incat fractia #sé fie subunitara.

Solutie: Prelucram numaratorul fractiei: Xy—X+2y -2 =x(y-1)+2(y-1) =

=(x+2)(y-1; X+2)(y-)<3=(x+2)(y-1 €{0, 1, 2} sianalizim urmatoarele situatii:
10 (x+2)(y-)=0=y=1six eN;

20, (x+2)(y—1 =1 nu are solutii in N;

30, (x+2)(y—1),=2 =x=0siy = 2, deci problema are doua solutii.




26. Calculati valorile numerelor naturale X siy astfel incat fractia sa fie numar natural.

X(y—-2)+y-2

35 3 No (x+1)(y—2) e Dy {15735

X(y-2)+1-(y—=2) (y—2)(x+1)

= (x,¥) €{(0,3);(0,7);(4,3);(0,9); (6,3); (0,37); (34,3)}.

Solutie:

16 16

m poate fi simplificatad prin 10.

Solutie: u(9'5-71%)=0=>(91-719) 10, si u(23'°-19%)= 0 =(23'5-19%):10 , deci fractia poate fi

simplificatd cu 10.

35. Demonstrati ca fractia

Nota: enuntul original contine o eroare; fiecare rezolvitor va primi 7 puncte.

. . abcd .
36. Determinati numarul natural abcd cu proprietatea ca valoarea fractiei Brcd este minima.
ab+c

. abcd ab00+cd 99-ab ab+cd 99-ab
Solutie: —— = ———=———=—+— =
ab+cd ab+cd ab+cd ab+cd

ab+cd

99-ab ab = = — =
——— =Mmin=> ——=—=min=ab=minsicd = max =>ab=10sicd =99 =
ab+cd ab+cd

abcd = 10909.




