Simleu Silvaniei, 13 Decembrie, 2014

Concursul Interjudetean de Matematica ” Teodor Topan”
Editia a IX-a

CLASA A IX-A - Barem orientativ de corectare

Problema 1 Fie n un numar natural nenul $i ay, . .., a, numere reale astfel
incat ay + -+ -+ a, = n. Ardtati cd at +---+at > n.

Solutie. Din inegalitatea Cauchy (sau inegalitatea dintre media patratica
i media aritmetica) avem ca

(a%+...+ai)(1+1+..._‘_1) > (a1+...+an)2’
deci a3 + -+ + a2 > n. ...4 puncte
Aplicand din nou inegalitatea lui Cauchy, obtinem

(@4 +a) (14 +1)> (af+~~+ai)2 > 2,
de unde rezulta concluzia. ... 3 puncte

Problema 2 Fie a,b, c numere naturale care reprezinta lungimile laturilor
unui triunghi. Aratati ca:

a) dacd ecuatia x* + (a® + b* + 2 + 1)z + ab + bc + ac = 0 are raddcini
intregi, atunci triunghiul este echilateral.

b) dacd ecuatia z* + (2ab+ 1)x + a® +b* = ¢* are rdddcini intregi, atunci
triunghiul este dreptunghic.

Solutie. a) Daca ecuatia are radacini intregi, atunci (a® +b? +c? +1)? —
4(ab + bec + ac) este un patrat perfect mai mic decat (a? + b* + ¢ + 1)? de
aceeagi paritate.

... 2 puncte

Obtinem deci (a® 4+ b* + ¢* + 1)? — 4(ab + bc + ca) < (a* + b + * — 1)2
Ultima inegalitate este echivalenta cu

(a—b*+(b—-c)+(c—a)*<0,
de unde se obtine concluzia. ...1 punct
b) Dacd a? + b* > %, atunci (2ab + 1)* — 4(a® 4+ b* — ¢?) este un patrat
perfect impar, mai mic decat (2ab + 1).
Atunci (2ab+1)* —4(a® 4+ b* — %) < (2ab—1)?, deci ¢® < (a—b)? de unde
se obtine o contradictie. Analog se obtine o contradictie pentru ¢? > a? + b%.
...4 puncte



Problema 3 Date fiind 6 puncte distincte in interiorul unui disc de raza 1,
aratali ca exista doua dintre ele situate la distanta cel mult egala cu 1.

Solutie.

Consideram punctele Ay, ..., Ag ordonate in sens trigonometric gi O cen-
trul discului. Atunci, deoarece ZA1OAy + LA30A3+ LA3OAL+ LA OA5 +
LA50Ag + LAgOA; = 360° exista 1, astfel incat ZA;0A; 1 < 60°.

...D puncte

Deci A;A;41 nu este cea mai mare latura in triunghiul OA;A;, 1, de unde
rezulta concluzia.

...2 puncte

Problema 4 Fie a un numar natural nenul. Demonstrati ca a este patrat
perfect daca si numai daca oricare ar fi b € N*, exista un numar ¢ € N*
astfel incat a + b - ¢ este patrat perfect.

Solutie. Sa presupunem ci a = k%, unde k& € N* si consideram b € N* un
numar nenul oarecare. Atunci, observam ca daca alegem ¢ = 2k + b, avem
a+b-c=k+b-(2k+0b)=k*>+2kb+0* = (k+ b)?, un patrat perfect.

...3 puncte

Pentru implicatia inversa, presupunem ca a nu este un patrat perfect.
Atunci, a contine in descompunerea sa un factor prim p la o putere impara.
Deci, exista k € N* astfel incat p**~! | a, dar p** { a.

...2 puncte

Din ipoteza stim ca existd un numar natural nenul ¢, astfel incat a+p?* -c
este un patrat perfect. Dar aceasta este o contraditie, deoarece p?*=1 | a +
p?* . cdar p* fa+p* - c.

...2 puncte



