Simleu Silvaniei, 13 Decembrie, 2014

Concursul Interjudetean de Matematica ” Teodor Topan”
Editia a IX-a

CLASA A XII-A - Barem orientativ de corectare

Problema 1 Fie (G,*) un grup si H un subgrup al lui G, H # G. Fie
f:G—Gsig:G— G doua morfisme de grupuri.

a) Aratafi ca daca f(z) = g(x)Ve € G\ H atunci f(z) = g(z)Vz € G.

b) Daca {e} # H # G, este adevarat ca daca f(x) = g(x)Vx € H, atunci
f(z) = g(x)Vz € G¥

Solutie. a) Daca presupunem contrariul, atunci exista © € H pentru care
f(z) # g(x). Fie y un element din G — H (care exista deoarece H # G ).
Atunci z xy € G — H, iar conform presupunerii, f(x)* f(y) # g(z) *x g(y) =
flzxy) # g(x *y), care contrazice ipoteza.

...4 puncte

b) Raspunsul este negativ: un contraexemplu este G = (Q*,-), H =
—1,1}, f(x) = 22, g(x) = z*. ... 3 puncte
1,1 2 g 4 3 t

Problema 2 Fie f : [0,1] — [0,1] o functie si F : [0,1] — R o primitiva
a sa cu F(0) = 0. Ardtati ca ecuatia 2 — F(x) = 1 are solutie unica in
intervalul [0, 1].

Solutie. f admite primitive, prin urmare, f are proprietatea lui Darboux.
Definim functia G(z) = 22— F(x)—1. G'(z) = 2— f(x) > 1 > 0, prin urmare
G este strict crescatoare, deci ecuatia G(x) = 0 are cel mult o solutie.

...3 puncte

f admite primitive, prin urmare, f are proprietatea lui Darboux.

Din teorema lui Lagrange, %5(0) = f(c), pentru un numar real ¢ € (0,1).
Prin urmare avem ca F'(1) < 1.
G(0)=—-1<0sgG(1) =1— F(1) >0, deci din continuitatea lui G, avem
ca G(x) = 0 are o solutie in intervalul [0,1]. Ea este unica din observatiile
precedente. ...4 puncte



Problema 3 a) Ardtati ca produsul tuturor elementelor dintr-un grup abelian
este egal cu produsul elementelor de ordin doi ale grupului (unde consideram
produsul elementelor din multimea vida egal cu elementul neutru e).

b)Fie (G,-) un grup abelian finit. Spunem ca subgrupul H al lui G are propri-
etatea (P) daca G # H gi produsul elementelor din H este egal cu produsul

elementelor din G\ H. Sa se arate ca daca G are un subgrup cu proprietatea
(P), atunci orice subgrup ol lui G, diferit de G, are proprietatea (P).

Solutie. a) Daca notam cu A multimea care contine toate elementele de
ordin diferit de 2, atunci orice element din A are inversul diferit de el insusi,
deci elementele din A pot fi grupate in perechi disjuncte (x,x~1) si evident
produsul tuturor elementelor din A este e.

Deci
M1l I« I -
xeG x€A z€G,ord(x)=2 z€G,ord(x)=2

... 2 puncte
b) Daca grupul commutativ finit G are proprietatea (P), atunci

[I-- 11 =
z€H zeG\H

Inmultind cu [] =, se obtine

xeH
2
(M) Mo T -1
zeH zeG z€H,ord(z)=2 xeG
decie =[] =.

zeG
...3 puncte

Fie acum M # G un subgrup oarecare al lui G. Este evident ca e =

2 2
xzeM,ord(z)=2 xeM

2
Deci [] = (H x) . Simplificand cu [] z, se obtine concluzia dorita.

zeG xeM xeM
...2 puncte



Problema 4 Fie f : R — R astfel incat |f(x) — f(y)| > |z — y|Vz,y € R g
f o f admite primitive. Sa se arate ca f admite primitive.

Solutie. Din [f(z) — f(y)| = | —y| , obtinem |f(f(z)) — f(f(y))| =
|f(x) — f(y)] > |z — yl|, de unde rezulta ca f o f este injectiva.
...2 puncte
Functia f o f admite primitve, deci f o f are proprietatea lui Darboux.
Cele doua rezultate implica faptul ca f o f este strict monotona.
fof strict monotona si are proprietatea lui Darboux, deci fo f este continua.

...3 puncte
Din relatia |f(f(x)) — f(f(y)] = |f(x) — f(y)| avem ca f este continua

si deci admite primitive.
...2 puncte



