Simleu Silvaniei, 13 Decembrie, 2014

Concursul Interjudetean de Matematica ” Teodor Topan”
Editia a IX-a

CLASA A XI-A - Barem orientativ de corectare

Problema 1 Fie f : R — (0,00) o functie descrescatoare $i (ap)pen un
gir de numere reale cu ag > 0 $i apy 1 = an, + f(a,) Vn € N. Aratali ca

ILm an = 00, insd (“*),en este convergent.
n o

Solutie. Din ipoteza avem ca f(x) > 0Vz € R, deci sirul este strict crescator.

...1 punct

Daca prin absurd lim a, # oo atunci am avea ca girul este monoton si
n—oo

marginit, deci convergent. ...1 punct

Notand prin [ limita sa si trecand la limita in relatia de recurenta am
obtine I =1+ f(I) = f(I) = 0, care contrazice faptul ca f(x) > OVx € R.

Agadar lim a, = oo. ...2 puncte
n—oo
Deoarece n este strict crescator si lim n = oo, putem aplica lema Stolz-
n—oo

Cesaro gi avem ca

. Qp, ERRT (an+1_an) EERT
A TR 1o )

...2 puncte

Deoarece f este descrescatoare si lim a, = oo, avem ca (f(ay))nen este
n—oo

un sir descrescator si marginit, deci convergent.
...1 punct

Problema 2 Fie A € M, (C) cu det(A) # 0. Aratali ca daca exista S
o mulfime finita de numere complexe astfel incat Ym € N, A™ are toate
elementele in S, atunci existd un numdar natural k pentru care A* = I,,.

Solutie. Daca notam prin |S| cardinalul multimii S, atunci conform ipotezei,
fiecare element al matricii poate lua cel mult |S| valori diferite. Agadar exista
|S |”2 matrice cu proprietatea din enunt,. ...4 puncte

Prin urmare in sirul A4, A%, A3, ..., exista doi termeni egali, si zicem A" =
A cur > s. Cum det(A) # 0, avem ca A este inversabila si deci A" ° = I,,.
Notand r — s = k, obtinem cerinta problemei.

...3 puncte



Problema 3 Fie A,B € M,(C) doua matrici care comutd si au propri-
etatea ca A" = B* = I,,, unde r, s sunt numere naturale impare. Demonstrafi
ca A+ B este inversabila.

Solutie. 21, = A™ + B™ = (A+ B)(A™ ! — A™ 2B 4+ ... — AB™2 4
Brs—1>.

Problema 4 a) Fie (ay,)n>0 un sir de numere reale cu proprietatea ca oricare
ar fi k € N, avem lim (a1 — a,) = 0. Implica aceastd proprietate faptul ca
n—oo

(an)n>0 este convergent? Justificati raspunsul.
b) Fie (an)n>0 un sir de numere reale cu proprietatea cd oricare ar fi
functia f: N* = N* avem lim (a4 p(n) —an) = 0. Implica aceasta proprietate
n—oo

faptul ca (a,)n>0 este convergent? Justificali raspunsul.

Solutie. a) Nu. Putem sa alegem a,, = y/n. Atunci, pentru orice k
avem: Ak — p = #m, care tinde la 0 cand n tinde la infinit.

... 1 punct
b) Este cunoscut ca un sir (a,,) este convergent daca si numai daca pentru
orice € > 0 exista N € N astfel incat |a,, — a,| < ¢,Vm,n > N (adica (a,)
este un gir Cauchy) ...1 punct
Sa presupunem prin reducere la absurd ca girul (a,) din ipoteza nu este
convergent. Atunci exista € > 0 astfel incat pentru orice N € N exista
m=m(N),n=n(N) > N astfel incat |a,, — a,| > €.
...1 punct
Atunci, pentru N = 1, exista my,n; astfel incat mi,n; > 1 §i |ap, —
an,| > €. Mai departe, pentru N = ny + my, exista mq, ng > my + n; astfel
ncat |am, — an,| > €.
Continuand in felul acesta, obtinem siruri (my) si (ny) astfel incat pentru
orice k, my > my_1 i ngp > ng_1 8t |am, — an, | > k.

... 2 puncte
Putem presupune fara a restrange generalitatea problemei ca m; > ny
Definim
my —nyg  daca n =ny
n)=
f(n) {1 altfel
Atunci |Gp, 1 f(ng) = Gng| = @y — ny| > €, deci Gy 4 f(ny) — @n, DU tinde la 0.

... 2 punct



