Simleu Silvaniei, 13 Decembrie, 2014

Concursul Interjudetean de Matematica ” Teodor Topan”
Editia a IX-a

CLASA A X-A - Barem orientativ de corectare

Problema 1 Fie € # 1 o radacina de ordinul 3 a unitatii, iar z un numar
complex pentru care |z —e| <1 si |z — €% < 1. Ardtati cd |z| < 1.

Solutie. Din |z —¢| < 1 avem prin ridicare la patrat ca |z —¢f> < 1 de
unde obtinem (z —¢)(z —2) <1 |z|> <&?- 2z + ¢ Z folosind c& & = &2
Deci |2z]? < &% 2+ ¢ -7 si In mod analog din |z — 2] < 1 obtinem

|22 <e-z2+€ -7 ...3 puncte
Adunand cele doua relatii si folosind faptul ci e + 2+ 1 = 0 avem ci
|z|> < =22 = —Re(2). Dacé z = x + 4y obtinem deci 2* + 3> < —z = 2 <

—r=>-1<r<0=2+9y*’<1=|z|<1L
...4 puncte

Problema 2 Fie a un numar real cu 0 < a < 1. Rezolvali ecuatia

¥ =a
Solutie.
Fie = o solutie a ecuatiei. Observam ca x > 0. ...1 punct
Logaritmand ecuatia se obtine a” In(x) = 2% In(a), care se scrie echivalent
ca si a”log,(z) = x°. ...2 puncte

Membrul stang este strict descrescator, iar membrul drept este strict
crescator, deci exista cel mult o solutie. Se observa usor ca x = a verifica
ecuatia, deci aceasta este solutia unica.

...4 puncte



Problema 3 a) In figura 1 sunt reprezentate simultan graficele a trei tri-

noame de gradul al doilea. Pot fi acestea graficele trinoamelor ax?® + bz + c,

bx? + cx + a respectiv ca® + ax + b pentru a,b,c € R? Justificati raspunsul.
b)Aceeasi intrebare pentru figura 2. Justificati raspunsul.
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figura 1 figura 2

y

Solutie.

a) Nu este posibil. Din figura observam ca cele trei trinoame se inter-
secteaza in 6 puncte diferite, pe cand graficele trinoamelor az? + bx + c,
ba? +cx+a §i cx® +ax+b ar trebui sd se intersecteze in punctul (1,a+b+c).

...3 puncte

b) Nu este posibil. Din grafic, se vede ca toate trinoamele au cate
doua radacini reale. Prin urmare, a®> > 4bc,b®> > 4ca,c® > 4ab. Ramurile
parabolelor sunt indreptate in sus, deci a > 0,b > 0,c¢ > 0. inmul‘gind
inegalitatile obtinute, se ajunge la contradictia a?b?*c® > 64a?b*c.

...4 puncte

Problema 4 Fie n un numar natural nenul si z1, ..., z, numere complezre
n
pentru care Y |zj| = 1. Ardtati ca exista S o submultime a lui {1,2,...,n}
i=1
pentru care | Y 2z > 1.
kes

Solutie. Notam zj, = z; + iy,. Din ) |z;| = 1, folosind inegalitatea tri-
j=1

unghiului avem ¢& 1 < (Jz1] + |y1] + - - |zn| + |yn]). Inegalitea se rescrie in

mod echivalent ca

< 30 ol + 320 ol + 20 Jywl + 22wl
<0 0 0

x>0 Yp < Yr>

...3 puncte



Din principiul cutiei, macar una din cele patru sume este cel putin egala
cu }1. Folosind simetria fata de zero a modulului, putem presupune fara a

restrange generalitatea cd 1 < > |zx| =] Y /. Atunci
x>0 x>0

| 2wl > wl > g

x>0 x>0

...4 puncte



