CENTRUL DE EXCELENTA CONSTANTA — matematica
https://cjemcta.wikispaces.com/

LEcTIA 4 — Divizibilitatea numerelor naturale
8 noi. 2014
Prof. Gheorghe Marian

A) Exercitii si observatii pregatitoare, completari

a)

w  Produsul a doud numere consecutive este un numdr par sau impar ?
w  Suma a doud numere consecutive este un numdr par sau impar ?
= Suma a 2014 numere naturale consecutive este un numar par sau impar ?

1. Demonstrati ca nu exista numere naturale X, y,z pentru care x+3y+5z=2014 si
x% +y? +3z% =2015.

(GMB-adaptare )

b)

> Criteriul de divizibilitate cu 3 si cu 9 :  3/abcde.... < 3/(a+b+c+d+e+...). Idem pentru 9
> Criteriul de divizibilitate cu 4=22 : 4...xyz < 41 yz

> Criteriul de divizibilitate cu 25=52 : 25/...xyz <> yz € {00,25,50.75}

> Criteriul de divizibilitate cu 8=23 ; 8/...xyzt < 8/ yzt

» Criteriul de divizibilitate cu 125 : 125/...xyzt < yzt € {000,125,250,375,500,625,750,875}
c)

Alte proprietati ale divizibilitatii :
P1 a/bsi b/a= a=Db (antisimetrie)
P all=>a=1
Ps c:b si b:a=> c:a (tranzitivitate)
(Un nr. natural care se divide cu un alt nr. natural se divide si cu toti divizorii(proprii) acestuia)

P4
Ps
Ps
P7
Ps
P9

alb=alb-k,vk eN

alb si alc=al(b+c), b>c
a/b=ac/bc,vceN
ac/bc,c#0=alb

alb-c siatb=alc, Va,b,ceN
al/b,alc=al(bp+cq),vp,qeN

Pio (@+b)" =M, +b"

d)

s> Descompunerea unui numdr natural in produs de puteri de numere prime (in factori
primi), numere prime, algoritmul lui Euclid

Exemplu : 1260 =2°.3%*.5.7

2. Aflati cel mai mic numir natural x pentru care 1260-x =A%, Ae N*.

( O.J. Constanta, 1997)

3. Daca a, b, ¢ sunt numere naturale consecutive, demonstrati ca abcabc:231

e)

(vezi si ex. 98, 101, pag. 73101/ pag. 73 — A. Bilauci)

s Numdarul de divizori ai unui numdr natural :

1


https://cjemcta.wikispaces.com/home

Daca descompunerea in factori primi a numdrului natural n este
n=a,"" -a8,"? -a3% ... = D, =(x +1)-(X, +1)- (x5 +1)- ... (X +1),

unde cu D, sau card D, notdm numarul divizorilor numarului n .

4. Se consideri numerele A= aaa si B =aaaa, unde a este o cifri nenuli . Aritati ca
numarul de divizori al lui A este cel mult egal cu numarul de divizori al lui B .
(GMB nr. 2/2014)

f)

~° Orice numar natural este ori par ori impar

> Orice numar natural este de forma 3k sau 3k+1 sau 3k+2

# Orice numadr natural este de forma 4k sau 4k+1 sau 4k+2 sau 4k+3
&~ etc.

Exercitiu rezolvat

5. Aratati ca pentru orice n, numir natural impar, numarul A=2" +3" +7" +8" este
multiplu de 5.

(GMB nr. 4/2013)

Solutie : Yne N,n=4k sau n=4k +1 sau n=4k + 2 sau n =4k + 3. Daca, in plus, n — impar
=n=4k+1 sau n=4k +3.

I) n=4k+1=U(2%*)=U(2")=2,U(3*"*)=3,U(7**)=7, U(8**)=8, deci
U(A)=U(2+3+7+8)=0= Ae M,.

I n=4k+3=U2%3)=U(2°)=8,U(3%*)=7,U(7*"*)=3, U(8**)=2, deci
U(A)=U(B+7+3+2)=0=AecM,. Obs. A:10 !

B)
6. Fie multimea A= {(X; y)/5x +7y=2275y € N}. Cate elemente are multimea A?
(RMI)
7. Se dasirul : 1,9, 35, 91, 189, 341, 559, 855, ... . Aratati ca al 2013-lea termen al sirului este
divizibilcu 5.
(Varianta : Aceeasi cerintd pentru al 2014-lea termen al sirului : 1,5,13,25,41,61,85, 113,...)
(GMB nr. 11/2008-adaptare)

8. Se considerd multimile : M, = {1}, M, = {;3}, M3 = {{L3,7},M, = {L3;7:15}, M5 = {13,7:15;31}, ...
a) Sunt 2014 si 2047 elemente ale uneia din aceste multimi ? Daci da, in care ? Justificati .
b) Cite elemente sunt multipli ai lui 5 in primele 2015 multimi ?

9.Fie n, n+2, n+6 trei numere naturale si S suma lor .
a) Dati exemple de cel putin trei valori pentru n € N, astfel incit numerele n, n+2, n+6 sa
fie simultan numere prime .

b)Dacia n, n+2, n+6 sunt simultan numere prime, aritati ci exista k € N, astfel incat
S=9k+5.

c) Daca n, n+2, n+6 sunt simultan numere prime, determinati restul impartirii lui S la 18.

10. Pentru fiecare numir natural n, notim cu s(n) suma cifrelor sale . Fie a un numir
natural cu 2014 cifre, care este divizibil cu 9 . Aritati ci numirul s(s(s(a))) este patrat perfect .
(GMB)

11. Determinati numerele de forma abc care se divid cu 17, stiind ca 12a—6b + c se divide cu 17 .

12. Determinati numerele prime a,b,c stiind ca 15a + 33b + 407 ¢ = 2013 .
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(GMB nr. 9/2012, cl. a VI-a)

13. Fie numirul N = aaabbb.
a. Aratati ca N se divide cu a00b .
b. Dacia a=Db,aratatica N se divide cu7,11si13.
(Supliment GMB nr. 3/2013)

14. Determinati numerele prime p, pentrucare p+2, p*+4, p®>+2 si p*—2 sunt
simultan numere prime .

(GMB nr. 4/2013)
(vezi si probl. 4, 5, 13 / pag. 75 — A. Balauca)

C) Exercitii suplimentare
n n n

L 6" +7" + <
1. Determinati numerele naturale n pentru care — — este numar natural .

4"

+4" +5
(GMB nr. 6-7-8/2012)

2. Si se arate ci numirul A=7° +7* + 7% +...+ 7% este divizibil cu 400 .
(RMI nr. 1/ 2013-adaptare )

3. Aritati ¢id numirul A=63"+7"".3*"" —21".3™? este divizibil cu 819, VneN".
(GMB nr. 12/2012)

4. Consideram numerele naturale nenule, mai mici sau egale cu 2012 si care nu se divid cu 3.
Cate patrate perfecte avem ?

(GMB nr. 6-7-8/2012)

5. Aritati ci numirul 10%° +3-10"° —1 nu este pitrat perfect .
(GMB nr. 10/2011)

6. Aritati cd numarul A=1° +2P + ... +2015P" este divizibil cu 5, unde p este un numir
natural prim impar .
(GMB nr. 11/2013 - adaptare)

D) Recomandari

¢+ Exercitii suplimentare pentru aplicarea proprietdtii : (a + b)n =M, +b"

1. Aritati cd numirul 2014" —1este divizibil cu 2015 , daci n este par si numérul
2014" +1este divizibil cu 2015 , daci neste impar .

2. Aritati ci numirul a =61+2%" este multiplu al lui 31.

3. Demonstrati ci 31 divide numirul 220 4 22013 2012 92011 9
(GMB nr. 4/2014)

¢ Problemele 1 si 3 date la Olimpiada Nationald din 6.11.04, GMB nr. 6-7-8 / 2014,
pag. 294-299
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Fie numarul Nn=9+99+999+...+99...9+2014 .
%/_/

2014cifre

a) Aritati ca numarul n este divizibil cu 10 .
b) Aflati catul si restul impartirii lui n la 111 .

. Fie a,be N”. Demonstrati ci 15/12a +11b daci si numai daci 15/2013a + 2014 Db .

. Din produsul tuturor numerelor de la 1 la 2013 se exclud toate numerele care se divid cu 5 .
Cu ce cifra se termina produsul numerelor ramase ?

. Fie A un numar natural care nu se divide cu 5 si B catul impartirii lui A la 5. Aratati ca
daci u(A)<5, atunci B este un numir par, iar daci u(A)>5, atunci B este un numair

impar .
(GMB nr. 10/2014)

. Aritati ca nu exista numere naturale prime a,b,c astfel incat 3a+7b+9c =46 .

. Aritati ci oricum am alege doui elemente ale multimii A = {1,3,5,...,2011}, suma sau

diferenta acestora este multiplu de 4 .
(vezi si 112 b)/ pag. 73 — A. Balauca)

. Determinati numerele naturale de trei cifre in baza zece, stiind ca ele si rasturnatele lor se
divid cu 17.
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