IL.

Concursul National de Matematica “Arhimede”
Editia a XII-a, Etapa I, 29 noiembrie 2014

Clasa a IX-a

Fie x un numar intreg si
y =(x2 +x+1)x? —x+1)—1
(5p) a) Sa se arate ca y este produsul a doud numere consecutive.

(4p) b) Sa se determine toate numerele Intregi x pentru care y este patrat perfect.

(9p) Fie ABCD un patrulater convex. Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Toate perimetrele triunghiurilor ABC, ABD, BCD, ACD sunt egale.

b) Patrulaterul ABCD este dreptunghi.
prof. Gheorghe Stoica

ML (9p) Fie (a, )nzl si (b, )n21 doua siruri de numere reale. Consideram sirurile:

,n=>1

2
X, =(Z}a?}(2}bﬁ}—(;aibi} ,n=1si
Zn:aibi
i=1

&5

Sa se arate cd sirurile (xn )n21 51 ( n )n21 sunt crescatoare.

Sorin Radulescu, Marius Radulescu

IV. Sa se demonstreze urmatoarele inegalitati:

30,303 ( 2, 52 2f
(3p) a)a—+b—+c—2 @ +b e , ab,c>0
b ¢ a

ab +bc +ca

2 2 2
(3p) b) ab +bc +CZ >ab+bc+ca, a,b,c>0
c a

2 2 2

(3p) c).(a+b+c)[%+—+c—j23(a2 +b? +c2), a,b,c>0
C a

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza de la 1 la 10 p. La fiecare subiect se acordd 1p din
oficiu. Punctajul maxim la o problema se acorda pentru rezolvare corectd, completa si cu explicatii clare.

Timp de lucru: 3 ore.



II.

Concursul National de Matematica “Arhimede”
Editia a XII-a, Etapa I, 29 noiembrie 2014

Clasa a X-a

(3p) a) Sa se rezolve ecuatia:
Jx+41-x =1

(3p) b) Sa se ordoneze crescator numerele:
Vi35, 45

(3p) ¢) Sa se demonstreze ca numarul
V2 +3/2 este irational

Fie f,g:R, — R, doua functii definite astfel:
f(x)=x+\/;, xXeR,
14+ 2x—+1+4x

g(x) 5

, XeR,

(5p) a) Sdsecalculeze fog si go f

(4p) b) Sa se arate ca functiile f'si g sunt bijective si se se calculeze inversele lor.

NI (9p) Fie (a, )n21 si (b, )n21 doua siruri de numere reale. Se considera sirurile:

i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

Si se demonstreze ci sirurile (x, )n21 si (v, )”21 sunt crescatoare.

Sorin Radulescu, Marius Radulescu

IV. (9p) Notam

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza de la 1 la 10 p. La fiecare subiect se acordd 1p din
oficiu. Punctajul maxim la o problema se acorda pentru rezolvare corecta, completa si cu explicatii clare.

a=319+/486 +3/19 - /486

Sa se calculeze:
a) x=a’ +b°
b) y=ab

c)z=a+b

Timp de lucru: 3 ore.

Aurel Dobosan



Concursul National de Matematica “Arhimede”
Editia a XII-a, Etapa I, 29 noiembrie 2014

Clasa a XI-a

I. Se considera sirul de numere reale (xn) ., care satisface relatiile: x, =2; x ,, =2x, -1, n>1.
n2l > X+ n
Fie a, =10g2(xn —1), nxl.
(3p) a) Sa se calculeze: x,, x5, x4, a,, a,, ay, a,.
nxl.

(3p) b) Sa se calculeze: a a

ntl — Yno

(3p) ¢) Sa se determine termenul general al sirului (an )nZl sisd se arate cd x, = 2" 41, n>1.

Il. (9p) Fie A,B e M,(Z) cu det(4) # 0, det(B) # 0 si [Tr(B)]- A+[Tr(4)]- B= 4B —1,.
Sa se demonstreze ca det(A4B) este patratul unui numar intreg.

prof-Marius Dragan

. . . .. . X +X, +...+X
II1. Fie (xn) ., un sir de numere reale care satisface relatiile: x, =a; x, =b si x,,; =——2 *,
n>1 b n+ n

n>2.
(3p) a) Sa se calculeze In functie de a §1 b termenii x5, x, $1 X5.

(3p) b) Ce conditii trebuie sd indeplineasca a si b astfel incat sirul (xn) sa fie monoton?

(3p) ¢) Sa se demonstreze ca (xn )n>1 este convergent si sd se calculeze lim x,,.
- n—>00
IV. (9p) Fie n >3 un numar natural. Sa se determine cel mai mare numar natural k cu proprietatea ca exista

01,02,...,0} €S, transpozitii distincte in fiecare din cazurile:

;=0 ,;0; oricarear fi 7, j € {1,2,...,k}

a) 0,0 |

b) 00 # 0 ;0; oricare ar fi i, j € {1,2,...,k}

Sorin Radulescu, Marius Radulescu

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza de la 1 la 10 p. La fiecare subiect se acorda 1p din
oficiu. Punctajul maxim la o problema se acorda pentru rezolvare corecta, completa si cu explicatii clare.
Timp de lucru: 3 ore.



Concursul National de Matematica “Arhimede”
Editia a XII-a, Etapa I, 29 noiembrie 2014

Clasa a XII1-a

L. Sa se calculeze urmatoarele integrale nedefinite:

dx
(4p) a) | NN

(5p) b) |

, x €[0,0)

dx XER
:{/x2+2x+1+%/x2+x+%/x72,

11. Sa se calculeze:

(3p) a) (?)100 in Zg;
(3p) b) (?)100 in Zy;

(3p) ©) i+?+(?)2 +...+(?)IOO in Zg.

L. (9p) Sa se determine toate functiile /' : R — R care admit primitive §i care verifica relatia

S22+ f(x=2y)=2f(0)+8f(y), x,y e R

Sorin Radulescu, Marius Radulescu

IV. (9p) Fie n > 2 un numar natural care nu este multiplu de 5. Sa se demonstreze ca:

a) X0 = 1, pentru orice x € Zj \ {6}

b) Daci x,y e Z;; si x" =" atunci x> = 2.

prof. Gheorghe Stoica

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza de la 1 la 10 p. La fiecare subiect se acorda 1p din
oficiu. Punctajul maxim la o problema se acorda pentru rezolvare corectd, completa si cu explicatii clare.
Timp de lucru: 3 ore.



