Concursul interjudetean ,Matematica, de drag*,
Editia a IX-a, Bistrita, 21-23 noiembrie 2014

Clasa aV-a

Subiectul I

a) Scrieti numarul 100 ca o suma de patru cuburi perfecte.
b) Scrieti numarul 100% ! ca 0 suma de patru cuburi perfecte, unde p este numar natural.
¢)Sasearateca(l -2 -3 .. 2014 - 2015)*>20152".

Barem de corectura si de evaluare

a) 100=13+23+33+ 43, (2p)
b) 100 = 1° + 2 + 3° + 4% implica 100% - 100 =1 - 100% +2° - 100% + 3* - 100% +4* - 100%. (1p)
Deci 1007 1= (1 - 100%)* + (2 - 100%)* + (3 - 100%)* + (4 - 100%)’. (1p)
¢) Avem (20151)* = (1 - 2015) - (2 - 2014) - (3 - 2013) - ... - (2014 - 2) - (2015 - 1). (1p)
fnsd (n + 1) - (2015 — n) = 20151 — n*> + 2015 — n = 2015 + n - (2015 — n — 1) > 2015, oricare
ar fi n natural cu 1 < n < 2013. (1p)
Deci (2015!)* > 20152, (1p)
Subiectul 11

Fie numarul A =[1-2+2-3+3-4+..+2012 - 2013 + (2013 - 2014) : 2] : (1> + 22+ 3%+ ... +
+...+2012% +2013%).

a) Ardtati ci numarul B=A+1+2+ 22+ ..+ 27012+ 221 ogte patrat perfect.

b) Comparati numerele 100°'° cu B.

Barem de corectura si de evaluare

a) Avem: A=[1-(1+1)+2-Q+1)+3-GB+1)+...+2012(2012+ 1) +2013 - 1007] :
S(12+27+ 3%+ ... +2012% +2013%). (1p)
A=[(12+22+3%+ .. +2012) + (1 +2+ 3+ ... +2012) + 2013 - 1007] : (1 + 2 + 3%+ ... +
+...+2012% +2013%).

A=[(17+2°+ 3%+ ...+ 2012%) + (2012 - 2013) : 2 + 2013 - 1007] : (I*+ 2% + 3% + ... +
+...+2012% +2013%). (1p)
A=[(17+22+3%+ ... +2012%) +2013(1006 + 1007)] : (1> + 2%+ ... +2012% + 2013%. A= 1. (Ip)
le+1+2+22+23+.”+22012+22013:2+2+22+23+”._*_22012_*_22013:224_224_

+ 23 + .+ 22012 + 22013 — 23 + 23 + 24 + .+ 22012 + 22013 = = 22013 + 22013 — 22014. (lp)
Deci B = 27014 = (21907)? patrat perfect. (1p)
b) Avem 2" =2'" - 8 = 8192 < 1007, de unde (2'*)"" < (100%)"’. (1p)

Deci 2" < 100"**. insa 2° < 100 si atunci 2'° < 100'*, de unde (2'®")* < (100'*)?, adica
2201 < 100%"°. (1p)



Subiectul ITI
Victor are pe aleea dreapta din fata casei un pavaj cu pavele in formd de patrate. Fiecare
pavela este impartita in 9 patrate egale, iar pe fiecare patratel sunt scrise numere naturale
dupd cum urmeaza:

11213 9 11011
8 [36] 4 16 (100112 | | | | e
71615 1511413
pavela 1 pavela 2 pavela 3 pavela n

a) Aflati suma tuturor numerelor scrise pe primele 20 de pavele.
b) Care este numarul scris in centrul pavelei de pe locul al 21-lea?
¢) Stiind ca numarul scris in centrul celei de a n-a paveld din pavaj este 2020, aflati 7.

Barem de corectura si de evaluare
a) Pe marginile primelor 20 de pavele din pavaj sunt scrise primele 20 - 8 = 160 de numere

naturale nenule. (1p)
Sumalor=1+2+...+160=(160 - 161):2 =161 - 80 = 12880. (1p)
Suma tuturor numerelor scrise in primele 20 de pavele este egala cu 12880 - 2 =25760. (1p)
b) 161 +162+...+168=160 -8+ (1 +2+3+ ... +8)=1316. (2p)
¢) Numerele scrise pe marginea paveleian-asunt: p+ 1, p+2, ..., p + 8 si avem:

@PthH+@E+2)+...+(p+8)=2020,de unde p = 248. (1p)

Deci aceste numere sunt 249, 250, ..., 256 sin =256 : 8 = 32. (1p)



Concursul interjudetean ,Matematica, de drag*,
Editia a IX-a, Bistrita, 21-23 noiembrie 2014

Clasa a VI-a

Subiectul I

a) Aflati numerele naturale nenule a caror diferenta este egala cu catul lor.

b) Determinati numerele naturale prime a, b, ¢ astfel incat numarul A = at+ b+t — 3 s fie
prim.

Barem de corectura si de evaluare
a)Fiea=bc+r,r<bsib=>1.
Cazul r =0 implicda = bcsidina—b = crezultd bc —b =csaub(c—1)=c,deundec—1/c¢

sauc—1/(c—1)+1,adicac—1/1.Decic=2,iar b=2sia =4, solutie. (1p)
Cazulr=1implicaa =bc+1,b > 2.Decibc+1—-b =c deunde b(c—1)=c—1.Dacac=1,
atunci b € IN* cu b > 2,iara = b + 1, solutie. (1p)
Cazulr22implicéa—b=a_r sauab—b*=a—rsaua(b—1)=b—r=b"-1-r+1=
=B -1)-(r-1), deunde b—1/r—1,absurd pentrucab—1>r—1. (1p)
Prin urmare, (a, b) € {(4, 2), (k+ 1, k)},unde k € IN*, k > 2. (1p)

b) Daca a = b = ¢ =2, atunci A =45, nu convine.

Fara a diminua generalitatea, putem presupunecaa < b < c.

Numerele a, b, ¢ nu pot fi simultan impare pentru ca ar rezulta A = par si A > 2. (1p)
Deci a =2 si determindm b si ¢ prime astfel incat numarul A = b* + ¢* + 13 si fie prim.

Daci b =2, atunci A = par pentru c¢i ¢* este impar, nu convine.

Daca b = 3, pentru ¢ = 5 se obtine solutia A = 719, solutie. (1p)
Pentru ¢ # 5 se obtine 5/ A si A > 5, nu convine.

Daca b = 5, atunci 3 / A si cum A > 3, nu convine.

Prin urmare, (a, b, ¢) € {(2,3,5),(2,5,3),(3,2,5),(3,5,2),(5,2,3), (5, 3, 2)}. (1p)

Subiectul 11

e o T . . .oxy+1 9
Aratati cd numarul zxy scris in baza zece este patrat perfect dach ——— =—.
xyz+y+z 31

Barem de corectura si de evaluare

x =0 conduce la ! :%,deundeerz:%% IN.

y+z
y =0 conduce la 1 = %, de unde 31 =9z51 9 /31, nu convine. (1p)
z
Ecuatia din enunt este echivalenta cu pzry+z 31 sau Hgy*tDty _3l sauz +—2 =
xy+1 9 xy+1 9 xy+1
4
=3+—,(). (1p)
9
Insa x, y € IN* implica y <xy + 1 < y(x — 1) + 1 > 0, evident. Deci 0 < 4 1< 1 si din (1)
xy+
rezultiz =3 si —> 1 :% sau 9y = 4xy + 4, de unde y / 4, adici y € (1,2, 4}. p)
Xy +



y =1 conduce la 9 =4x + 4, de unde 4 / 9, nu convine.

y =2 conduce la 18 =8x + 4, de unde 2 / 9, nu convine. (1p)

y =4 conduce la 36 = 16x + 4, de unde x = 2. (1p)

Prin urmare, zxy= 324 = 18°, (1p)
Subiectul IIT

Pe dreapta d se considera punctele 4, O, B cu O € (4B). Fie semidreptele (OC si (OD astfel
incat m(xCOD) = 70°. Daca semidreptele (OM si (ON sunt bisectoarele unghiurilor <BOD
si, respectiv, $A40C, determinati masura unghiului <MON.

Barem de corectura si de evaluare

Cazul 1. Semidreptele (OC si (OD sunt situate de aceeasi parte a dreptei d.

i) (OC c IntxBOD.

m(«BOD)  m(<40C)
2 2

_[m({BOCHm({COD) . m(<rAOD)+m(<rCOD)}: N D

m(<MON) = 180° — [m(<MOB) + m(<AON)] = 180° — { }= 180° —

2 2 M

m(<BOC)+m(XAOD)
2

_ 1800_[180 —m2(<rC0D)

=180°—[ +70°}=

+70°}= 55°. 2p) d

ii) (OD c Int<BOC. C D
m(<MON) = 180° — [m(<BOM) + m(<AON)] =
m(<BOD) + m(x40C) _

2

_ g0 180 —m2(<ICOD)= - p) )

A o B

=180° —

Cazul II. Semidreptele (OC si (OD sunt situate de o
parte si de alta a dreptei d.

j) (OB c Int<xCOD.

m(<XMON) = m(XBON) + m(XMOB) =

_ m(£40B) +m(xBOC) , m(BOD) _ A .
2 2

_ 180°+ [m(«BOC) +m(«BOD)] _180°+ m(<COD) _

_ > _ : _

= 125°. (1p)

ji) Cazul (OA4 c Int<xCOD se analizeaza la fel si se obtine m(<MON) = 125°. (1p)



Cazul 111

m(<MON) = m(¥NOC) — m(<MOC) =

m(XMON) =m(xMOA) — m(XAON) =

k) (OB = (OC
=90°

kk) (04 = (OD
=90°

- m(xCOD) _

- m(<COD) _
2

55°.

55°.

(1p)

B C

D A



Concursul interjudetean ,Matematica, de drag*,
Editia a IX-a, Bistrita, 21-23 noiembrie 2014

Clasa a VII-a
Subiectul I
a) Determinati numerele naturale abc si x pentru care are loc egalitatea: x* + ax” + bx + ¢ = 2014.
b) Aratati ca 1 +1+l+...+L+L Z IN
2 3 2013 2014

Barem de corectura si de evaluare

a) x < 10 implicd x° + ax® + bx + ¢ < 1000 + 900 + 90 + 9 = 1999, nu convine. (1p)
x = 11 implicd 121a + 115 + ¢ = 2014 — 1331 = 683, (1), de unde 11 / 683 — ¢, adica
11/(62-11+1)—c.Decill/c—1,deundec=1.

Daca ¢ = 1 din (1) se obtine 121a + 115 = 682 sau 1la + b = 62, (2). Cum b < 9 din (2)
rezultd a =5 si b =7, solutie. (2p)
x =12 implica 144a + 120+ ¢ =286 =12 - 23 + 10, de unde 12/ 10 — ¢ si ¢ = 10, nu convine.
x> 13 conduce lax’ + ax’ + bx + ¢ > 13° = 2197, nu convine.

Prin urmare, abc=571. (1p)
2014! 20141 2014! 2014! 20141, 2014!
Avem:m=py > Ly oL e 1 et 1 ot 1 et 1
2 3 2010 2011 2012 2013
So141 2014! 2014! 2014! 2014! 2014! 2014! 2014!
) 2014+ + +..t + + + +
T 1 _ 2 3 2010 2011 2012 2013 2014 _
2014 2014!
Mgy + Mgy + oo+t Mgy +1 - 22010 - 2012 - 2013 - 2014 + Wy, + Mgy + My,
2014!
My, +1-2-...-2010 - 2012 - 2013 - 2014«
— 2011 = (zp)
. mZOll b
Insa 2011 41-2-...-2010-2012 - 2013 - 2014 pentru ca 2011 este prim.
Prin urmare, fractia % este zecimald periodica, iar m & IN. (1p)
Subiectul II

a) Daca b € Z sia € Q, iar inversul numarului @ — b este a + b, sa se arate ca |a| = 1.
b) Fie sirul de numere naturale 7, 77, 777, 7777, ... scrise in baza zece.
Sa se arate ca printre primii 2011 termeni ai sirului exista cel putin unul divizibil cu 2011.

Barem de corectura si de evaluare

a)Avem (a—b)a +b) =1 d-b=1,beZ=d"€Z. DaracQ §ia2€ Z implica
a€Z. (1p)
Din(a—-b)(a+b)=1s1a,be€ Zrezultaa € {—1; 1}, adica |a| = 1. (1p)



b) Din primele 2011 numere din sirul 10', 10%, 10°, ... vor exista cel putin doud numere care

vor da acelasi rest la Tmpartirea cu 2011 pentru ca (10, 2011) = 1. 2p)

Fie acestea 10° si 10” cu a > b.

Din 2011/ 10° — 10° rezultd 2011 / 10° - (10*~°— 1), adica 2011/ 10" - 999...9. (1p)

(a—b) cifre
Insa (2011, 10) =1 i (2011, 9) = 1 rezulta ca 2011/ 11...1 . (1p)
(a—b) cifre

Din 2011/ 11...1 si(7,2011)=1 rezulta ca 2011/ 77...7 . (1p)
— —_—
(a-b) cifre (a—b) cifre

Subiectul IIT

Se da triunghiul ABC cu m(<ACB) = 30° si m(xBAC) = 110°. Pe latura (BC) a triunghiului
se considerd punctul D astfel incat m(xDAC) = 50°. Aratati ca (4B) = (CD).

Barem de corectura si de evaluare

Fie AE 1 BC, E € BC si punctul F simetricul punctului
B fatd de punctul E. Rezultd ca AABF este isoscel cu
(4B) = (AF). (1p)
Deci m(xAFB) =40° si m(XFAC) = 10°, iar m(XDAF) =
=40°, de unde AADF este isoscel, adica (4D) = (DF).(1p)

Acum, fie punctul M simetricul punctului D fatd de g ED F C
dreapta AC. m(xADM) =40° st m(xMDC) = m(xDCM) =

=60°. Urmeaza ca ADMC este echilateral, de unde (DM) = (CD). 2p)
AMAD = AADF (L.U.L.), de unde (MD) = (AF). (2p)

Din (4B) = (AF) si (AF) = (MD) = (CD) rezulti ci (4B) = (CD). (1p)



Concursul interjudetean ,Matematica, de drag*,
Editia a IX-a, Bistrita, 21-23 noiembrie 2014

Clasa a VIII-a

Subiectul I

a) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia x° — 3xy +1° =9.

b) Fie sirul a; =+la; +1,a:=+y/a; +1, ..., a,+1=+a +1, ... oricare ar fi n € IN*,

Daca ag € IN*, a, fixat, aratati ca sirul contine o infinitate de termeni irationali.

Barem de corectura si de evaluare

a) Daca x =3m, y=3n,unde m, n € Z, atunci 27 / 9, nu convine. (1p)
Dacax=3msiy=3n+1saux=3m+ 1siy=3n,unde m, n € Z, atunci avem 93 +1 =19,
nu convine. (1p)
Dacd x =3m si y = 3n + 2 sau x = 3m + 2 si y = 3n, atunci obtinem Mz + Mz + 2 =9,
nu convine. (1p)
Dacd x =3m +2 §i y=3n+2, atunci x’ — 3xy +1° = Wz + 1 =9, nu convine. (1p)
Prin urmare, ecuatia din enunt nu are solutii in Z. (1p)

b) Se observa i ay =v/a’ +2, a3 =~Jai +3, ...,an=Aa’ +n, ... . p)
Dacd n = a, , atunci a, = a2 € R\Q.

Dacd n=2a;, atunci a; 1= ap~/3 € R\Q.

Dacan=(k— l)ag ,unde k£ # pz,p € IN*, atunci a,, = apvk € R\Q.
Deci sirul dat este infinit. (1p)

Subiectul II
a) Sa se rezolve In multimea numerelor naturale prime si distincte doua cate doud ecuatia
X+ + 2+ £ = 1420.
b) Cate solutii are ecuatia?

Barem de corectura si de evaluare

Fara a diminua generalitatea putem presupune x <y <z <t.

Dacd x = 2, cum y, z si ¢ sunt numere impare, relatia x> + y* + z* + £ = 1420, (1), nu este
satisfacuta. (1p)
Dacd x =3, din (1) rezultd y* + 22 + £ = 1411 = M5 + 1, insd y* + 2* + £ = M, nu convine. (1p)
Daci x = 5, din (1) rezultd y* + 2% + 7 = 1395. Insa resturile impartirii sumei V+Z2+741a5
sunt 1, 2, 3 sau 4, nu convine.

Dacd x =7, din (1) rezultd y* + 2> + £ = 1371, (2).

Dacid y = 11, din (2) rezultd z* + # = 1250, (3).

Dacd z = 13, din (3) rezultd / = 1081, nu convine.

Dacid z = 17, din (3) rezultd # = 961, de unde 7 = 31, solutie. (1p)
Daci z = 19, din (3) rezultd # = 889, nu convine.

Daca z > 23, din (3) rezulta ¢ < 29, nu convine.

Daci y = 13, din (2) rezultd z* + £ = 1202, (4).

Daci z = 17, din (4) rezultd # = 913, nu convine.




Daci z = 19, din (4) rezultd / = 841, de unde d = 29, solutie.

Daca z = 23, din (4) rezulta ¢ < 23, nu convine.

Daca y = 17, din (2) se obtine z* + /= 1082, de unde pentru z > 19 se obtin contradictii.
Daci y = 19, atunci 7° + 197 + 2 + 7 > 1420. (1p)
Dacid x = 11, din (1) rezultd y* + 2% + £ = 1299, (4).

Dacd y = 13, din (4) rezultd z* + # = 1130, (5).

Daca z =17, din (5) rezulta £ = 841, adica r = 29, solutie.

Daci z = 19, atunci # = 769, nu convine.

Daca z > 23, atunci 2> + £ > 1130, contradictie! (1p)
Daci x = 13, din (1) se obtine y* + 2> + £ = 1251, (6).

Daci y > 17, din (6) se obtin contradictii. In sfarsit, dacd x > 17, atunci x* + 1> + 22 + £ > 1420,
fals. Prin urmare, solutiile ecuatiei din enunt se obtin prin permutari circulare din cvartetele
de numere naturale prime si distincte: (7, 11, 17, 31), (7, 13, 19, 29), (11, 13, 17, 29). (1p)
b) In total ecuatia are 24 + 24 + 24 = 72 de solutii. (1p)

Subiectul ITI

Se dau trei drepte concurente si necoplanare a, b, ¢ care intersecteaza trei plane paralele
o, O S1 0.
a) Sa se arate ca punctele de intersectie ale dreptelor a, b, ¢ cu planele a;, o si a3 formeaza in
fiecare plan un triunghi, iar cele trei triunghiuri sunt asemenea.
b) Sa se arate cd centrele cercurilor circumscrise celor trei triunghiuri de la a) sunt coliniare.

Barem de corectura si de evaluare

a) Fie O;, O, si O; centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor A41B,C,, A4,B,C; si,
respectiv, AA3B3Cs,iara Nb Ne={0}staNo;={A;},bNo,={B;} sicNa={Ci},1=1,3.
Din o || (05} §1 (a, C) N o =A1C1, (a, C) N (05) :A2C2 rezulta céA1C1 || AzCz, de unde AOA1C1 ~
~ AOA,C, (t.f.a.). Deci 04, = 0¢, = 4G , (). (1p)
04, OC, A4.C,
Din o || (05} §1 (b, C) N o =31C1, (b, C) N (05) 232C2 rezulta ca B1C1 || BzCz, de unde A031C1 ~

~ AOB>C, (t£a.). Deci 2612 9B _ BC 5y
OC, OB, B,C,




Din 03] H (055 §1 (a, b) N o = A1B], (a, b) N (Xz = Asz rezulta ca A]B1 H Asz, de unde AOA]B1 ~

04, OB,
~ AOA,B; (t.f.a.). Deci L — 1
2B (t.f.a.) 04, 0B, A B , (3). (1p)

Din (1), (2) §1 (3) rezultd ca A C B C A B . Deci A41B,Cy ~ A4,B,C, (EEE) (lp)
4C, BC, 4B,

Aratati analog ca AAB\C) ~ AA3B5C;. (1p)

b) Presupunem ca punctele O;, O,, O3 nu sunt coliniare.
Fie 001 N oy = {02} Din (048] H (055 Si (001A1) N Oy = 02A2 rezultd ca O1A1 H 02A2 Deci

AOO 4, ~ AO O, 4; (t.f.a.), de unde —L 00, _ 04, , (1).
00, 0.4,
Din (03] || (05} §1 (001C1) N oy = 02 C2 rezulta ca 01C1 || 02 Cz. Deci A001C1 ~ AOO2 C2
00, _ 0C,
t.f.a.), de unde 1
(tf.a.), 00, - 0.C, » (2). ap)
Din a; || oz si (001B1) N 02 = O, B, rezultd cd OB || O, B,. Deci AOO1By ~ AO O, B, (t.f.a.),
de unde — 00, _ OB, , 3).
00, 0 B,

OlAl _ Olcl _ OlBl
0,4, 0C, 0,8,
Insa, (0,141) = (0,C)) = (01B)), deci (0,4,) = (0,Cy) = (0,By) si 0,= 0,. Deci punctele

0, O si O, sunt coliniare. (1p)
Aratati analog ca si punctele O, O, si O, sunt coliniare. (1p)

Din (1), (2) si (3) rezultd

Nota: Daca analizati complet numai cazul in care planele ap, o, si a3 sunt situate de aceeasi
parte a punctului O obtineti acelasi punctaj.



