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Subiectul I.

S  se determine funcµiile derivabile f, g : R → R care au proprietatea c  funcµia f + 3g este o

primitv  a funcµiei 2f − g ³i funcµia 5f − 6g este o primitiv  a funcµiei 10f + 2g.

Soluµie:

Trebuie s  avem:

(f + 3g)′ = 2f − g

(5f − 6g)′ = 10f + 2g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,5p

sau

f ′ + 3g′ = 2f − g (1)

5f ′ − 6g′ = 10f + 2g (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Înmulµim (1) cu 2 ³i adun m rezultatul obµinut la (2);

Rezult  c : 7f ′ = 14f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde
f ′

f
= 2, adic  ln | f |= 2x+ ln c1

de unde | f(x) |= c1e
2x, c1 ∈ R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

În mod analog, dac  înmulµim (1) cu −5 ³i adun m la (2), rezult 

−21y′ = 7y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde y′

y = − 1
3 ,

adic  ln | g(x) |= −x
3 + ln c2,

de unde | g(x) |= c2e
− x

3 , c2 ∈ R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Avem soluµiile:

f(x) = ±c1e2x, x ∈ R
g(x) = ±c2e−

x
3 , x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Nu putem avea

f(x) =

c1e
2x, x ≤ x0

−c1e2x, x > x0

, x0 ∈ R

deoarece din continuitatea lui f ar rezulta c1 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Analog pentru g.



Subiectul II.

S  se determine primitivele funcµiei

f : (0,∞)→ R, f(x) = ln(1 + x+ x2 + ...+ x7) +
x

1 + x
+

2x2

1 + x2
+

4x4

1 + x4
.

Soluµie:

Avem:

1 + x+ x2 + ...+ x7 = (1 + x)(1 + x2)(1 + x4), (∀) x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2,5p

Pentru x > 0 avem

ln(1 + x+ ...+ x7) = ln(1 + x) + ln(1 + x2) + ln(1 + x4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci

(1)

∫
f(x)dx =

∫
ln(1 + x)dx+

∫
ln(1 + x2)dx+

∫
ln(1 + x4)dx+

+

∫
x

1 + x
dx+ 2

∫
x2

1 + x2
dx+ 4

∫
x4

1 + x4
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Utilizând integrarea prin p rµi, putem scrie:∫
ln(1 + x)dx = x ln(1 + x)−

∫
x

1 + x
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p∫

ln(1 + x2)dx = x ln(1 + x2)− 2

∫
x2

1 + x2
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p∫

ln(1 + x4)dx = x ln(1 + x4)− 4

∫
x4

1 + x4
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Înlocuind în (1), obµinem:∫
f(x)dx = x

[
ln(1 + x) + ln(1 + x2) + ln(1 + x4)] + C = x ln(1 + x+ x2 + ...+ x7) + C . . . . . . . . . . . 1p

Subiectul III.

Se consider  matricea A ∈M2(C) cu detA = 1. S  se arate c :

det(A2 + I2) + det(A2 + 2A− I2) = 8

Soluµie:

Fie PA(x) = det(A − xI2) = x2 − tx + 1, t = trA (urma matricei A) polinomul caracterisitic al

matricei A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Avem:

det(A2 + I2) = det(A+ iI2) · det(A− iI2) = PA(i) · PA(−i) = t2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

det(A2 + 2A− I2) = det((A+ I2)
2 − 2I2) = det(A+ (1−

√
2)I2) · (det(A+ (1 +

√
2)I2) =

= PA(−1 +
√
2) · PA(−1−

√
2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

PA(−1 +
√
2) · PA(−1−

√
2) = (t+ 4)2 − 2(t+ 2)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

În �nal:

det(A2 + I2) + det(A2 + 2A− I2) = t2 + (t+ 4)2 − 2(t+ 2)2 = 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p


