LIVIU REBREANU

BISTRITA
Concursul Interjudetean

"Matematica, de drag"
Editia a IX - a, Bistrita
21 - 23 noiembrie 2014

COLEGIUL
‘(‘ ZVNOILVN

Barem de corecturi si notare
Clasa a XI -a

Subiectul I.

Sa se determine numerele reale x, y, z, t pentru care

A +t2r=x, 20+ 2%y =y, 2y +y’z =z, 22+ 2%t =t

Solutie:
Avem:
2t 2z 2y : 2z 1
rT=——7,y= z= o
[P S L Ry L P
Ne este sugerat S8 PUNEM: ¢ = G0 . ..ot e e e e 1p
Atunci: x =tga, a € R
Atunci x = tg2q, y =tgda, 2 =1g8a, t =110 . .. .o\ 2p
de unde tg1l0ar = TGO .« .ot 1p
k
cu solutiile a = %7 N S/ 1p
Rezulta:
t2k7r t4k7r t8k:7rt tkﬁkEZ 1
T=tg——, Y=tg——, 2=t L= tg o K € et e
91579 9157 915’ 915a p
Subiectul II.
Se considerd matricea A = CO.SO[ sin 3 ,a, BeR.
—sinf cosa
a) Sa se determine A", n € N*.
b) Sa se determine «, 5 € R astfel incat
A — cos(na)  sin(nf)
—sin(nB) cos(na)
pentru orice n € N*.
Solutie:
a) Daca o= (2k+1)5, k€ Zsi B=pm, peZ, atunci A" =0z, n € N*.................... 0,5p
In celelalte cazuri, exista « € [0, 27) astfel incat
cosa . sin 8
COST = — 5= Sl Sl = 5 e 0,5p
cos? o + sin” 3 cos? o + sin” 3
Atunci
A = (cos® a + sin? ) co'sx smx) ......................................................... 0,5p
—sinx cosz

Prin inductie matematica, se arata ca
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A™ = (cos® o 4 sin® B)" ( CO.S ne smna:) e NS 0,5p
—sinnz cosnx
2 2 :
b) Avem A% = A. A = (€05 @ 7SI f Sm(afﬂl ................................... 0.5p
—sin(a+B) cos?a —sin® B3
oAz S S 0,5p
—sin28 cos22a
de unde obtinem sistemul:
.92 . 9
sin® 8 = sin” «
B 0,5p
sin(a + B) = sin(20)
Din prima ecuatie rezultd ci sin 8 = £ sin a = sin(£a) cu
B= () (—1)F A RT, K€ Z e 0,5p

Cazul I: k=2p, pe Z.
Atunci 8 = +a + 2pm, p € Z.
Inlocuim in a doua ecuatie a sistemului si se obtine
sin(a £ o+ 2pm) = sin(+£2a + 4pmr)
adicd sin(a £ @) = SIN(F200) - oo i 0,5p
Daca luam relatia cu ” + 7, avem egalitate si deci
B=a+2pr, p€eZ, a €R

cosa  sina

Rezultd A = ) , care verifica formulele de la b) ... 0,5p
—sina  cosa

Daca luam relatia cu "-", avem: sin2a = sin0, de unde o = 4, ¢ € Z
SLO == 2pm, pE L. e 0,5p
Si in acest caz se verificd formulele de la b).

Cazul IL. k =2p+ 1 (impar), p € Z.
Atunci 8 =+a+ 2p+ )7, pe Z
Inlocuim in a doua ecuatie a sistemului si obtinem:
sin(e + a+ (2p + 1)) = sin(+2a + 2(2p + 1))
adicd sin(a £ a4 ) = SIN(FE200) oot i e e e 0,5p
Daca luam varianta cu "4", avem: — sin2a = sin 2«
deundea=%, geZsi =5 +2p+ 1), q, pE
Pentru aceste valori se verifici formulele pentru A" delab)......cooooiiiiii i, 0.5p
In varianta cu "-"
cu f=—4 4+ (2p+ 1)m, p,q € Z, care verifica relatiadelab) ... 0,5p

In concluzie, solutiile sunt:

, avem sin2a = 0, de unde a = 4, ¢ € Z

T+ 2p+ )7
6:a+2pﬁ,a€R,p€Z§i q27r ( ) ,p,qu
=2
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Subiectul III.
Consideram urmatoarele k, k > 3, giruri (z1,,), (x2.0), .. , (Tg,n) care au termenii initiali pozitivi,

iar pentru n > 1 avem:

Tin+l = Ton + ——, T2 pntl = T3 n + )
3.n T4,
1 1 1
Tk—2n+1 = Th—1,n + —5 Th—1n+l = Th,n + —, Thn+l = L1in + ——
k,n 1,n T2,n

Aratati ci:
a) nici unul dintre siruri nu este marginit;
b) cel putin unul dintre termenii 1 552, @2 92, ..., Tx 22 €ste mai mare ca 2k.
Solutie:
a) Este suficient sa demonstram cd unul dintre siruri este nemarginit; de exemplu (z1 ), atunci rezulta
ca celelalte sunt nemMAarginite. . ... ... . e 1p

Considerdm acum

k 2
ai = (len> ................................................................................ 1p
i=1

Avem:
k 2 k 1 2
2 — ; = : > Ak? =22k 1
as (me> ( xz,1+m“> > 4k k p
=1 =1 ’

si

k Eoo\2 k 2 k L no1 N2

i=1 i=1"" i=1 i=1 i=1 """ i=1 """
> ai+2[k+ 3 (x’” + x”ﬂ >

S Tjn Li,n
1<i<i<j<k
>aZ +2[k+ 207 =al 4 2k% 1p
Acum prin inductie matematics, gisim a2 > n - 2k?, pentru n > 2.
Rezultd ca girul (a?) este nemdarginit. Deci, cel putin unul din sirurile (21,,), (z2.n), ..., (Tk,n) este
NEMATZINIY - . ..o 1p
b) Avem
agkz > 2k 2k = Ak 0,5p
k 2

de unde (mekz) S Ak 0,5p

i=1

k
adicd M miope > 267 = k- (2K) ..o 0,5p
i=1

ceea ce implica cd cel putin unul din termenii x; o2, ¢ = 1,k este mai mare ca 2k ............... 0,5p



