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Barem de corectur  ³i notare

Clasa a XI -a

Subiectul I.

S  se determine numerele reale x, y, z, t pentru care

2t+ t2x = x, 2x+ x2y = y, 2y + y2z = z, 2z + z2t = t.

Soluµie:

Avem:

x =
2t

1− t2
, y =

2x

1− x2
, z =

2y

1− y2
, t =

2z

1− z2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Ne este sugerat s  punem: t = tgα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Atunci: x = tgα, α ∈ R
Atunci x = tg2α, y = tg4α, z = tg8α, t = tg16α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

de unde tg16α = tgα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

cu soluµiile α =
kπ

15
, k ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Rezult :

x = tg
2kπ

15
, y = tg

4kπ

15
, z = tg

8kπ

15
, t = tg

kπ

15
, k ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Subiectul II.

Se consider  matricea A =

(
cosα sinβ

− sinβ cosα

)
, α, β ∈ R.

a) S  se determine An, n ∈ N∗.

b) S  se determine α, β ∈ R astfel încât

An =

(
cos(nα) sin(nβ)

− sin(nβ) cos(nα)

)

pentru orice n ∈ N∗.

Soluµie:

a) Dac  α = (2k + 1)π2 , k ∈ Z ³i β = pπ, p ∈ Z, atunci An = O2, n ∈ N∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

În celelalte cazuri, exist  x ∈ [0, 2π) astfel încât

cosx =
cosα

cos2 α+ sin2 β
³i sinx =

sinβ

cos2 α+ sin2 β
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Atunci

A = (cos2 α+ sin2 β)

(
cosx sinx

− sinx cosx

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Prin inducµie matematic , se arat  c 



An = (cos2 α+ sin2 β)n

(
cosnx sinnx

− sinnx cosnx

)
, n ∈ N∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

b) Avem A2 = A ·A =

(
cos2 α− sin2 β sin(α+ β)

− sin(α+ β) cos2 α− sin2 β

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

³i A2 =

(
cos 2α sin 2β

− sin 2β cos 2α

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

de unde obµinem sistemul:sin2 β = sin2 α

sin(α+ β) = sin(2β)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Din prima ecuaµie rezult  c  sinβ = ± sinα = sin(±α) cu
β = (±α)(−1)k + kπ, k ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Cazul I: k = 2p, p ∈ Z.
Atunci β = ±α+ 2pπ, p ∈ Z.
Înlocuim în a doua ecuaµie a sistemului ³i se obµine

sin(α± α+ 2pπ) = sin(±2α+ 4pπ)

adic  sin(α± α) = sin(±2α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p
Dac  lu m relaµia cu ” + ”, avem egalitate ³i deci

β = α+ 2pπ, p ∈ Z, α ∈ R

Rezult  A =

(
cosα sinα

− sinα cosα

)
, care veri�c  formulele de la b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Dac  lu m relaµia cu "-", avem: sin 2α = sin 0, de unde α = qπ
2 , q ∈ Z

³i β = − qπ2 + 2pπ, p ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

�i în acest caz se veri�c  formulele de la b).

Cazul II. k = 2p+ 1 (impar), p ∈ Z.
Atunci β = ±α+ (2p+ 1)π, p ∈ Z
Înlocuim în a doua ecuaµie a sistemului ³i obµinem:

sin(α± α+ (2p+ 1)π) = sin(±2α+ 2(2p+ 1)π)

adic  sin(α± α+ π) = sin(±2α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p
Dac  lu m varianta cu "+", avem: − sin 2α = sin 2α

de unde α = qπ
2 , q ∈ Z ³i β = qπ

2 + (2p+ 1)π, q, p ∈ Z
Pentru aceste valori se veri�c  formulele pentru An de la b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

În varianta cu "-", avem sin 2α = 0, de unde α = qπ
2 , q ∈ Z

cu β = − qπ2 + (2p+ 1)π, p, q ∈ Z, care veri�c  relaµia de la b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

În concluzie, soluµiile sunt:

β = α+ 2pπ, α ∈ R, p ∈ Z ³i

β = qπ
2 + (2p+ 1)π

α = qπ
2

, p, q ∈ Z



Subiectul III.

Consider m urm toarele k, k ≥ 3, ³iruri (x1,n), (x2,n), ... , (xk,n) care au termenii iniµiali pozitivi,

iar pentru n ≥ 1 avem:

x1,n+1 = x2,n +
1

x3,n
, x2,n+1 = x3,n +

1

x4,n
,

...

xk−2,n+1 = xk−1,n +
1

xk,n
, xk−1,n+1 = xk,n +

1

x1,n
, xk,n+1 = x1,n +

1

x2,n

Ar taµi c :

a) nici unul dintre ³iruri nu este m rginit;

b) cel puµin unul dintre termenii x1,2k2 , x2,2k2 , ..., xk,2k2 este mai mare ca 2k.

Soluµie:

a) Este su�cient s  demonstr m c  unul dintre ³iruri este nem rginit; de exemplu (x1,n), atunci rezult 

c  celelalte sunt nem rginite. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Consider m acum

a2n =

( k∑
i=1

xi,n

)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Avem:

a22 =

( k∑
i=1

xi,n

)2

=

( k∑
i=1

xi,1 +
1

xi,1

)2

≥ 4k2 = 2 · 2k2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

³i

a2n+1 =

( k∑
i=1

xi,n +

k∑
i=1

1

xi,n

)2

=

( k∑
i=1

xi,n

)2

+ 2

( k∑
i=1

xi,n

)( k∑
i=1

1

xi,n

)
+

( n∑
i=1

1

xi,n

)2

≥

≥ a2n + 2

[
k +

∑
1≤i<i<j≤k

(
xi,n
xj,n

+
xj,n
xi,n

)]
≥

≥ a2n + 2
[
k + 2C2

k

]
= a2n + 2k2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Acum prin inducµie matematic , g sim a2n ≥ n · 2k2, pentru n ≥ 2.

Rezult  c  ³irul (a2n) este nem rginit. Deci, cel puµin unul din ³irurile (x1,n), (x2,n), ..., (xk,n) este

nem rginit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) Avem

a22k2 ≥ 2k2 · 2k2 = 4k4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

de unde
( k∑
i=1

xi,2k2

)2

> 4k4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

adic 
k∑
i=1

xi,2k2 > 2k2 = k · (2k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

ceea ce implic  c  cel puµin unul din termenii xi,2k2 , i = 1, k este mai mare ca 2k . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p


