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Subiectul I.

Fie numerele reale strict pozitive x si y astfel incat 2° +¢® = x — y. Si se arate ca 2% + 11y* < 1.

Solutie:
Avem:
T e T | 1p
slat 1yt <l o+ 10yt < SED 1p
St 1yte — 2ty — 11y° < 20 g0 1p
S 1200 + aty > Ly 0,5p
Folosim inegalitatea mediilor si avem:
12¢° + aty = 495 + 4y° + 4y + oty > 4Byl = AVMByte 1,5p
Dar 4v/43 = 4v/8 = V128 > 11 ..o 1p
Agadar, avem:
1200 4 gy > L myt oo 1p

Subiectul II.

Pentru orice p € N* se definesc multimile
A, = {cos(pnv27) | n € N}

a) Demonstrati cd A, este infinita, pentru orice p € N*.
b) Determinati multimea Asg ﬂ Ass.

Solutie:
Demonstram ca daca
(1) cos(pniv/2m) = cos(pnav/2m), ny, ng € N, @bUNCi 177 = M9 .o vveini i 1p
Din (1) rezulta ca pniv2r1 = +pnoV2r + 2kn, k€ Z
de unde
pnlﬂ:ipngﬂ—i—%, /3 1p

egalitate posibila numai daca k = 0.
Atunci avem n; = £no
Daci ny = —ng, ni,ng € Nydeducem ¢ ny =m0 = 0ot e e 1p

Asadar ny = mng si deci Ay este infinitd. ... . ... . L 1p

b) Fie z € Aszs() Ass. Rezultd ci existd n si m astfel incat
2 = COS(38NV/2T) = COS(B3MA/2TT) - e 1p
de unde 38nv271 = +53mV271 + 2km, k € Z.
Aceasta egalitate are loc numai daca k = 0.
Rezulta 387 = D31 . o ot e 1p
Varianta 38n = —53m este imposibila in N.. ... . 0,5p
Din 38n = 53m, tinand cont de faptul cd (38,53) = 1, rezultd ca n = 53t si m = 38s, t € N.
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Atunci avem : 2 = cos(38 - 53t\/271) = cos(2014t\/27), ceea ce ne aratd ci Asg() Ass = Azo14-...05,p

Subiectul III.
Fie a si b numere reale, iar

f:R =R, f(a:):(ac—a)(m—a—b)(ac—a—b—1)(3:—(1—21)—1)+W+1.

i) Aratati cd f(x) > 0, pentru orice x real;

ii) Aflati minimul lui f.

Solutie:
i)Seobservicia+a+2b+1=a4+b+a+b+ 1. oo 0,5p
atunci
2 2 b2(b+ 1)2
fl@)=[2"—2a+2b+ 1)z +ala+2b+1)][z° — (2a+2b+1)m+(a—f—b)(a—i—b—l—l)]%—?—i—l
................................................................................................. 1,5p

Observam ci

(a+b)(a4+b+1)—al@a4+20+1) =b(D4 1) e 0,5p
si putem scrie:

fx) =[2% = (2a+2b+ 1)z + (a+ +2b+ 1) + 20D 0OHDT 102 (9 1 9 4 1)z +a(a+2b+1) +
2 2

DAL 4 BB L B ) L 1 1,5p
s bb+1)2 B(b+1)2  B2(b+1)2
f(@)=[2"—(2a+2b+ Dz +ala+2b+1)+ 1" - + 1 + 1 adica

b(b+1

f(z)=[2"— (2a+2b+ 1)z +a(a+2b+ 1)—!—%]2—%1 >0, Ve eR..oooo 1p
ii) Vom avea min f = 1 daci ecuatia

2 (2a+2b+1)r+ala+20+1)+ b(bziﬂ) =0arerddcinireale............. ... ool 1p
Avem:

A=(2a+2b+1)2—4a(a+2b+1) —2b(b+1) = 2b*> + 2b+ 1 > 0 deoarece Ay = —4 < 0......... 1p



