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Barem de corectur  ³i notare

Clasa a X -a

Subiectul I.

Fie numerele reale strict pozitive x ³i y astfel încât x5 + y5 = x− y. S  se arate c  x4 + 11y4 < 1.

Soluµie:

Avem:

x− y = x5 + y5 > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

³i x4 + 11y4 < 1⇔ x4 + 11y4 < x5+y5

x−y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇔ x5 + 11y4x− x4y − 11y5 < x5 + y5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇔ 12y5 + x4y > 11y4x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Folosim inegalitatea mediilor ³i avem:

12y5 + x4y = 4y5 + 4y5 + 4y5 + x4y ≥ 4 4
√

43y16x4 = 4
4
√

43y4x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,5p

Dar 4
4
√

43 = 4
√

8 =
√

128 > 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

A³adar, avem:

12y5 + x4y > 11xy4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Subiectul II.

Pentru orice p ∈ N∗ se de�nesc mulµimile

Ap = {cos(pn
√

2π) | n ∈ N}

a) Demonstraµi c  Ap este in�nit , pentru orice p ∈ N∗.

b) Determinaµi mulµimea A38

⋂
A53.

Soluµie:

Demonstr m c  dac 

(1) cos(pn1
√

2π) = cos(pn2
√

2π), n1, n2 ∈ N, atunci n1 = n2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din (1) rezult  c  pn1
√

2π = ±pn2
√

2π + 2kπ, k ∈ Z
de unde

pn1
√

2 = ±pn2
√

2 + 2k, k ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

egalitate posibil  numai dac  k = 0.

Atunci avem n1 = ±n2
Dac  n1 = −n2, n1, n2 ∈ N, deducem c  n1 = n2 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

A³adar n1 = n2 ³i deci Ap este in�nit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

b) Fie x ∈ A38

⋂
A53. Rezult  c  exist  n ³i m astfel încât

x = cos(38n
√

2π) = cos(53m
√

2π) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde 38n
√

2π = ±53m
√

2π + 2kπ, k ∈ Z.
Aceast  egalitate are loc numai dac  k = 0.

Rezult  38n = ±53m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Varianta 38n = −53m este imposibil  în N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Din 38n = 53m, µinând cont de faptul c  (38, 53) = 1, rezult  c  n = 53t ³i m = 38s, t ∈ N.



Atunci avem : x = cos(38 · 53t
√

2π) = cos(2014t
√

2π), ceea ce ne arat  c  A38

⋂
A53 = A2014 . . . . 05,p

Subiectul III.

Fie a ³i b numere reale, iar

f : R→ R, f(x) = (x− a)(x− a− b)(x− a− b− 1)(x− a− 2b− 1) + b2(b+1)2

4 + 1.

i) Ar taµi c  f(x) > 0, pentru orice x real;

ii) A�aµi minimul lui f .

Soluµie:

i) Se observ  c  a+ a+ 2b+ 1 = a+ b+ a+ b+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

atunci

f(x) = [x2 − (2a+ 2b+ 1)x+ a(a+ 2b+ 1)] · [x2 − (2a+ 2b+ 1)x+ (a+ b)(a+ b+ 1)] +
b2(b+ 1)2

4
+ 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,5p

Observ m c 

(a+ b)(a+ b+ 1)− a(a+ 2b+ 1) = b(b+ 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

³i putem scrie:

f(x) = [x2 − (2a+ 2b+ 1)x+ (a+ +2b+ 1) + b(b+1)
2 − b(b+1)

2 ] · [x2 − (2a+ 2b+ 1)x+ a(a+ 2b+ 1) +
b(b+1)

2 + b(b+1)
2 ] + b2(b+1)2

4 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,5p

sau

f(x) =
[
x2 − (2a+ 2b+ 1)x+ a(a+ 2b+ 1) +

b(b+ 1)

2

]2 − b2(b+ 1)2

4
+
b2(b+ 1)2

4
+ 1 adic 

f(x) =
[
x2 − (2a+ 2b+ 1)x+ a(a+ 2b+ 1) +

b(b+ 1)

2

]2
+ 1 > 0, ∀x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

ii) Vom avea min f = 1 dac  ecuaµia

x2 − (2a+ 2b+ 1)x+ a(a+ 2b+ 1) + b(b+1)
2 = 0 are r d�cini reale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Avem:

∆ = (2a+ 2b+ 1)2 − 4a(a+ 2b+ 1)− 2b(b+ 1) = 2b2 + 2b+ 1 > 0 deoarece ∆1 = −4 < 0 . . . . . . . . .1p


