Concursul national de matematica
“LAURENTIU PANAITOPOL”
Editia a VII-a, Bucuresti, 22.11.2014
Clasa a VIII-a

Solutii si bareme
Problemal
a) Demonstréd ca v x+1++/x—-1< 2x pentru orice nur realx, x=1.
b) Demonstré ca, dac asi b sunt numere reale pentru care exigt nunar realx, x=1,

astfel incatya+vx+1 +yb+vx-12+a+vx +\b+v/x , atuncia<b .

Traian Preda, Bucuresti

a) Ridicand la ptrat in ambii membri ai refeei din enun, okxinem relaia

1
echivalenti \x* -1< x care este, evident, adesti. -2
b) Ridicand la ptrat in ambii membiri ai refeei din enum,
obtinemv/x+1++/x—1+ 2\/(a+\/x+ 1)(b+\/x— ]) > 2/x+ g/(a+&)(b+&) ip

Aplicand punctuh), deducemai:(a+\/x+1)(b+\/x—1) >(a+&)(b+\/§) , 1p
echivalent cuay/x—1+by/x+1++/x% - 1> avx +byJ/x + x , de unde

\/xz——l—x>a(\/§—\/x—1)—b(\/x+1—\/§). 1p
Cum\/xT—l—x<O, obinem a(\/;—\/x_—l)<b(\/le—&). (2) 1p
Din punctula) avem+/x+1-+/x <v/x -/x-1 (2)

Din (1) si (2), deducem concluzia. 2p
Problema?

: . " X+
a) Aratati ca, da@ x si y sunt numere reale pozitive, atun72=y2 <2.
X“+y

b) Determina numerele natural@, b si n pentru carea+b=7" si a’+b* =25".

Lucian Petrescu. Bucuresti

a) Ridicand la ptrat inegalitatea aceasta devine echivalsotcesiv cu:

y . 1
(x+y) < 2(x2 + y2) = (x-y)* 20, propoziie adevrati, cu egalitate pentra =y . P
Evident, numerela si b sunt pozitivesi, in plus, a#b . Din punctula) rezulé
2
+b)? . . 7
a’+b? >% si, tindnd seama de engiokiinem @ 25 >%. 4p

Ultima inegalitate este ad#ati numai pentrun0{0;3} .

Pentrun=0 objinem a+b=a”+b’ =1, cu soluiile (a;b)0{(0;1);(L0} . 2p




Pentrun=1 objnem a+b=7 si a®+b*=25, cu soluile (a;b)0{(3;4);(4;3} .

Problema3
Se consider patratul ABCD Tscris intr-un cerc de centrugdrazi r. Punctul Meste variabil

pe arcul micAB . Daci {P} =CM n BD si {N} =DM n AC, demonstra ca triunghiurile
APB si DNP au arii egale.

*k%

Avem m(B/I\/I\C) = m(a\ﬁ) =45 .

PB _ MB Zp
Aplicand teorema bisectoareiin triunghiul MBD obfnem E =—— .
Cum m(B/I\/I\D) = m(@) =90 , rezult ca triunghiuriIeDON si DMB sunt
. ON _ OD ON _ MB 3p
asemenea, prin urmare.— =——, echivalent cu—=——. (2)
MB DM OD MD
PB _ ON : Ip

Din (1) ¢ (2), deducem& — =——, echivalent cuPB[OD = PD [ON (3)
PD OD

CumOD =0A , relgia (3) devinePB[DA = PD [ON . Impartind prin 2 ambii

membri ai ultimei egalitti, obinem A,z = Ayep - Ip
Problema4
a) Se considérnumerele realg, b, ¢, astfel incatD<a<b si c=0 .
. _a+c_a
Demonstrd ca >—
b+c b

. . A 1 :
b) Daa X, y si zsunt numere reale nenegative astfel incéty + z :§ , alatagi ca

oxgoygez, 1

1+x 1+y 1+z 2

selectata de Cristian Mangra, Bucuresti

a) Inegalitatea din engreste echivaleatcu c(b—a)=0 care este, evident,

1
adevrata. P

- - - 1
b)Avem1 Xdoy 1 (x+y)+xy.(1) P
1+x 1+y  1+(x+y)+xy
Punanda=1-(x+y), b=1+(x+y) si c=xy , folosind punctuh) , otinem
1—(x+y)+xy>1—(x+y) )
1+(x+y)+xy 1+(x+y)

y)txy Xty

Din relaiile (1) si (2), rezulﬁ 1- El_y 1_E +y)

X 1+y  1+(x+y) 3p

In continuare, folosind refia (2), ohinem
1—xD’L—yD1—z>1—(X+y) E’!.—z>1—(x+y+z)
1+x 1+y 1+z  +(x+y) Bz I (x+y+2z) 2p

- ) 1 .
Inlocuind x+y+z :§’ rezulé concluzia.




