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Solutii si barem de corectare - clasa a X-a

1. Determinati numerele naturale n > 2 pentru care exista numarul cu n cifre T173 ...z,

astfel incat .

VIT1Ty ... Ty + N

(unde bara indica scrierea zecimala.)

=0,2123...%p

Solutie. Dacd notdm x = T1T3 ... T, atunci egalitatea devine z(¥/x +n) = 10" ..... 3p
Rezultd cid /z este numar rational, decizx =a™, a € Ngia|10..................... 1p

In cazul a = 5 obtinem 5+ n = 2", cu solutia unica n = 3, iar in cazul a = 2 nu obtinem
nicio solutie, deoarece, inductiv, 2" > 5+ n pentrun >4 5 5" >n+2 pentrun > 2...3p

2. Fie a,b, c laturile unui triunghi si hg, hy, h. Inaltimile corespunzatoare. Aratati ca,
daca a < b<¢, atunci a + h, < b+ hy < c+ he.

Solutie. hy =bsinC = 2Rsin BsinC, a = 2Rsin A si analoagele..................... 3p

Prima inegalitate se reduce la (sin B —sin A)(1 —sinC) > 0................oo. 2p

Ea este adevarata, deoarece sinC < 1 iar b > a implica sin B > sin A; analog pentru a
doua inegalitate ... ... 2p

3. Fie x1, 29, ..., x, numere reale din intervalul [0, 1]. Aratati ca existd x € [0, 1] astfel
incat

2(lz — x|+ |z — 22| + ... + | — 2p]) = n.
Solutie. Putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca 1 < x5 < ... < x,. Atunci
functia f : [0,1] — R datd de f(z) = (Jz — 21| + |z — x2| + ... + |z — x,,|) este liniard pe

intervalele [0, x1], [X1,@a], [T, L] oo 2p
Deducem ca Iy = f([0,21]), [1 = f([z1,22]), .., In = f([zn,1]) sunt intervale si, cum

ILhnh#¢, NIy # ¢, ..., L1 NI, # ¢, rezultd cd f([0,1]) este interval ............ 3p
Acest interval contine f(0) = z1+...+ap, 81 f(1) = n—z1—...—y, decisi 1 (f(0)+£(1)) =

5. Astfel, exista un punct = € [0, 1] cu proprietatea 2f(z) =n................. ... 2p
4. Fie aq, as,..., a, numere reale. Aratati ca urmaéatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) a; +a; >0, oricare ar fi¢,j cu 1 <i < j <m.
(i) @121 + agwa + ... + apty > alx% + agaﬁg + ...+ anxi, oricare ar fi numerele reale

Z1,T2,...,2, € [0,1] astfel Incat z1 + 20+ ...+ 2, = 1.
Solutie. Dacé (ii) este adevirata, atunci pentru a; = z; = 1 si 2y = 0 daca £ # i, £ # j
obtinem %ai + %aj > iai + iaj, deunde a; +a; > 0., 2p
Reciproc, dacd (i) este adeviratd, atunci cel mult unul dintre numerele a; este negativ si
AVEIM dOUA CAZUTT: « .+ vttt ettt e ettt e et e e e e e e e e et et e e e 1p
- daci a; > 0,Vi, atunci a;x; — a;2? = a;z;(1 — ;) > 0 i (ii) rezultd imediat .. ...... 2p
- daci, de exemplu, a; < 0, atunci a12? +...+a,22 = a1 (1—29—...— )2 +asz3+...+

anr2 = a; —2a1(vo+...+x,) +2a1(v223+. ..+ Ty 120)+ (a1 +a2)23+. ..+ (a1 +an)r2 <
a1 —2a1(1—z1)+ (a1 +a2)xa+ ...+ (a1 + an)xn = —a1 +a1z1 + ar(x; + 22 + ...+ 2,) +
A2To + ... F ATy = A1T1 FA2T2 F oo F ATy o e oo e et e e e 2p



