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Solutii si barem - clasa a XI-a si a XII-a

1. Determinati cel mai mare termen al girului (z,)nen,

unde z,, = Lﬁ“"‘
Solutie. Avem z, < x,11 < 2(n+1) < n+ 2105 &
NS 2103 . 5p

Deducem xy < 21 < ... < X2103 = T2104 > L2105 > - - .

deci cel mai mare termen este 22%02218{;1 ............ 2p

2. Pentru fiecare numar natural nenul n notdm d(n)
cel mai mic numar natural nenul care nu-1 divide pe n.
Aratati ca girul (d(d(n))),>1 este marginit.

Solugie. Daca n este impar atunci d(n) = 2, deci
A(d(1)) = 3 oo 2p

Daci n este par, d(n) nu poate fi divizibil cu doi factori
primi distincti, deoarece d(n) = p%q¢’r, cu a,b € N*, p,q
prime distincte si prime cu r ar implica p®r | n, ¢°r | n,

dar p®q®r J n — imposibil ... 3p
Astfel, dacd n este par atunci d(n) este o putere a unui
numér prim impar, deci d(d(n)) =2...........o.o.... 2p

3. Aratati ca, oricare ar fi numerele naturale m > n >
2, are loc inegalitatea
2(m+n)

vm—n’
unde [a, b] reprezinta cel mai mic multiplu comun al nu-
merelor a si b.

Solutie. Dacdn f msin+1fm+1, atunci [m,n] > 2m
sifm+1,n+1] > 2(m+1),deci [m,n]+[m+1,n+1] >
2m +2m +2>2m+2n>2(m+n)/vVm—n........ 2p

Dacin|msgin+1)/m+1,saun)fmsgin+1|m+1,
atunci [m,n] =msi [m+1,n+1] > 2(m+1), sau [m,n] >
2msgi [m+1,n+1] =m+1, deci [m,n]+[m+1,n+1] >

[m,n]+[m+1,n+1] >

3m+1>2m+2n>2(m+n)/Vm—n.............. 2p
Daci n | msin+1 | m+ 1, atunci [m,n] = m si

[m+1,n+ 1] = m+ 1, deci cerinta devine vvm — n(2m +
1) > 2m +2n. Cum m + 1 > 2(n + 1), este sufi-
cient si aratam cid (2m 4+ 1)v/n+1 > 2m + 2n, sau
2m(v/n +1-1) > 2n—+/n + 1, ceea ce este evident pentru
n > 3 si rezulta imediat pentrun=2................. 3p

4. Punctele unui cerc se coloreaza arbitrar cu rosu si
albastru. Aratati ca:

a) putem gisi trei puncte pe cerc, de aceeasi culoare,
care sunt varfurile unui triunghi isoscel;

b) putem gasi patru puncte pe cerc, de aceeasi culoare,
care sunt varfurile unui trapez isoscel.

Solutie a) Alegem cinci puncte care sunt varfurile unui
pentagon regulat; trei dintre ele au aceeasi culoare, deci
triunghiul determinat de ele indeplineste cerinta. .. ... 2p

b) Consideram un nonagon regulat A;As ... Ag inscris
in cerc. Dintre cele noud varfuri, exista 5 de aceeasi cu-
loare, de exemplu rogsu. Apoi, daca exista un varf albas-
tru, impartind cele 8 varfuri ramase in patru grupe de
varfuri consecutive, trebuie sa avem cel putin o grupa cu
varfuri rogii. Astfel, in toate cazurile, daca avem cel putin
5 varfuri rosii, atunci avem doua varfuri consecutive rosii,
de exemplu Ay, Ao .o 2p

Celelalte trei varfuri rosii le gasim in multimile M; =
{143,149}7 M2 = {A4,A8}, M3 = {A5,A7} §1 M4 = {AG}
Avem posibilitatile:

e exista doua varfuri rogii in aceeasi multime M;, 1 <
1 < 3; In acest caz AjAsA;12A10—; este trapez isoscel cu
varfuri rosii;

e exista cate un varf rogu in fiecare multime M;, 1 <
7 < 3. Atunci:

- daca exista doud varfuri rosii consecutive A;, A;11,
atunci A; AsA; A1 este trapez isoscel cu varfuri rosii;

- daca nu exista doua varfuri rosii consecutive A;, A;11,
atunci avem varfurile rosii A1, Ao, A3, As, Ag - caz in care
A1 A3 A5 Ag este trapez isoscel cu varfuri rogii, sau avem
varfurile rogii Ay, Ag, Ay, A7, Ag - caz in care Ay A4A7Ag
este trapez isoscel cu varfuri rosii;

e Ag este rosu si exista cate un varf rosu in doud dintre
multimile M;, 1 < i < 3. Atunci, in functie de situatie,
obtinem trapezul isoscel cu varfuri rogii Ay AsA3zA,4 sau
AQAlAgAg, A1A2A5A6 sau A1A2A6A7, A2A4A6A9, sau
A1A3A6A8 ........................................... 3p



