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Lectia 2- Numere intregi; valoarea absoluta; divizibilitate in Z
Suport teoretic

Definitie. Fie a,b €Z si b#0. Numerele q €eZsir € {0,1,...,]b|-1} se numesc catul si respectiv restul
impartirii numarului a la b daca a =bq +r.
Se demonstreaza ca pentru orice numere intregi a, b; b # 0, exista numere Intregi g, r, unice,
r€{0,..,b|-1}.
Definitie. Numerele intregi a,b €Z se numesc prime intre ele daca (a,b) = 1.
Proprietati. Fie a,b,c € Z.
1. Dacda|b, blc, atunci a| ¢ (proprietatea de tranzitivitate).
Dacad a| b, alc, atunci a| (b + ¢).
Daca a|b, atunci pentru orice intregi c are loc a| (bc).
Daca (ac)| (bc) sic # 0, atunci a|b.
Fie a| (bc) si (a,c) = 1, atunci a|b.
Dacd a| ¢, b|csi(a,b) =1, atunci (ab)| c.
(a,b)-[a,b] = a-b.
(a,b*a) = (a,b).
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Congruente
Definitie. Fie a,b € Zsic € Z\{0}. Vom spune ca numadrul a este congruent cu numarul b modulo c,
notand a = b (mod c), daci ¢| (a —b). In caz contrar se spune ci numirul a nu este congruent cu b modulo c.
Proprietati:
Fie a,b,c,d, a;, a5 , by, b, numere intregi, d>0, atunci:
1. a=a(mod d)
Daca a = b(mod d), atunci b = a(mod d).
Dacad a =b(mod d), b =c(mod d), atunci a = c¢(mod d).
Daca a; = bj(mod d) si a; = by(mod d), atunci (a; + a; )= (b; + by)(mod d).
Daca a; = bj(mod d) si a; = by(mod d), atunci (a;a; )= (b;by)(mod d).
Daca ac = be(mod dc), atunci a = b(mod d).
Daca a = b(mod dc), atunci a = b(mod d).
Daca a=b(mod d), a=b(mod c) si(d,c) =1, atunci a = b(mod dc).
Daca a = b(mod d), atunci pentru orice ¢ € Z ac = bc (mod d).
10 Daca ac = be(mod d) si (c,d) = 1, atunci a = b(mod d).
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Teorema mica a lui Fermat.
Fie p un numar prim. Pentru orice numar intreg a este adevarata relatia a? = a(mod p).
Numarul divizorilor:

Dacd n = p,*1 - p,k2 - p;ks - - pFr este descompunerea in factori primi distincti ai luin, iar pj;,j = 1,r
sunt numere prime distincte numarul divizorilor naturali se poate calcula cu formula :
tn)=(k, +1) - (ky +1)- (ks +1)-...- (k. +1).
Suma divizorilor :
Suma divizorilor naturali se poate calcula cu formula :
(ki+1)

0=y 0= ] [P
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Exemplu : pentru n =20=2%"5 avem 7(20) = 6, ¢(20) = 42.


http://ro.wikipedia.org/wiki/Factorizarea_%C3%AEntregilor

Indicatorul lui Euler sau functia lui Euler se noteaza cu @(n) (unde n este un numar natural nenul ) si ¢@(n)
reprezintd numarul de numere mai mici sau egale cu n si prime cu acesta.

Ex.: (0) =1 prin conventie; (1) =1;02)=1;0(3)=2;0(4)=2; ¢(5) =4 ; ¢(720) = 192 ; ¢(2008)
¢o(p)=p-1, daca p este numar prim.

Avem formula: ¢(n) = (p; — 1) ‘pr7 - - (p, — 1)« pfr1

Aceasta se poate scrie si p(n) =n- len (1 — i), unde produsul se face dupa numerele prime distincte p,..

Teorema lui Euler:
a?™ = 1(mod n) , unde (a, n) = 1, @(n) este indicatorul lui Euler, a este numir intreg si n>1, natural.
Dacé n este numar prim se obtine mica teorema a lui Fermat.

Formule utile
1) (a—b)|(a™—b")

2)(@a+ b)" =k-a+ b™, unde a, b sunt intregi, n numar natural nenul, k numar intreg.
Exercitii propuse

1. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei

P : ”Existi (a, b)eNxN astfel incat 3a(a+ 13) = 6b + 33”.
2. Arétati ca 23*1 = 2 mod 341. Obs: 341 nu este numar prim!
3. Aratati cd ecuatia (x + 1D)*+ (x+2)*+ (x+3)*+ -+ (x+2010)* = y? nu are solutii in
numere intregi.
Sa afle ultimele 3 cifre ale numarului 200
Si se arate ca (200136 4 19992001 _ 23 : 37 yn € N.
Aflati numerele n € N pentru care numarul 4 = 33™ + 55™ + 77™ + 99" se divide cu 8.
Aratati ca orice numadr natural prim cu 10 si 9 are un multiplu care se scrie in baza 10 numai cu cifre
de 1. Dati exemplu de un numar de forma 111...1 care se divide cu 257.
Rezolvati in Z ecuatia x + x5 + x5 + -+ + x{, = 15999. (OL SUA)
. Aratati ¢ pentru orice numar natural impar m existd un numar natural nenul n astfel incat m|2™ — 1.
10. a) Aflati restul Impartirii numarului N = 32006 + 32007 J3 8 (GM-N. Stanciu)

b) Aflati restul impartiri numarului N =1-3-5-..-2013 la 8.
11. a) Si se arate cd 37 | (102948 + 102°%* + 1) . (RMT — L. Pirse)

b) Sa se arate cd (72998 + 4. - 112008) : 37 (Concurs IMAC- N. M Gosonoiu)
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Tema

1. Fie S suma divizorilor naturali ai numarului n™ , n este un numar natural nenul. Aflati restul
impartirii lui S la n in cazul n=6. (RMT)

2. i) Pentru orice numar natural nenul aratati cd (n + 1)! —n! =n-n!
il) Daca A =1005-1005!+ 1004 -1004!+---+2-2!+ 1-1!, aflati restul Tmpartirii lui A la
2012.(GM)

3. Fie a si b numere intregi. Aratati ca dacd 7|(a? + b?) atunci 7|a si 7|b .

4. Sa se arate ca existd o infinitate de numere naturale n,n > 4 cu proprietatea ca 2™ are ultimele doua
cifre egale.(GM)

5. Se considerd A € N,A = x% + x5 + x2 + -+ x2y1,, unde x; , X, , ... X301, SUNt numere prime mai
mari sau egale cu 5. Ardtaticd B = 2+ A + 2013 nu este patrat perfect.(GM)

6. Determinati ultimele 2 cifre ale numarului 4343,
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