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Consideratii teoretice

Criteriul de divizibilitate cu 11 Un numar e divizibil cu 11 daca si numai daca diferenta dintre suma
cifrelor de rang par si suma cifrelor de rang impar din numarul dat se divide cu 11.
Criteriul de divizibilitate cu 7 Se scrie numarul N in baza 10 apoi se inlocuieste baza 10 cu 3 si se
efectueaza calculele. Daca numarul obtinut se divide cu 7 atunci numarul N se divide cu 7.
Criteriul de divizibilitate cu 7, 11 sau 13 Numarul n se imparte de la dreapta spre stanga in grupe de
cate trei cifre (ultima grupa poate avea mai putin de trei cifre). Daca diferenta dintre suma
numerelor ce formeaza grupele luate din doi in doi este un numar divizibil cu 7, 11 sau 13 atunci N
se divide cu 7, 11 sau 13.
Pornind de la formulele a® — b™ = (a — b)(a® ! + a* 2 - b+...+b" 1),

a2n+1 + b2n+1 — (a + b)(aZn —_ aZn—l b+ aZn—Z . b2____+b2n)

Se pot demonstra proprietatile a™ —b" = M,_,
2n+1 + b2n+1:

a a+b

(a+b)"=M, + b™ = M, + a™
(a — b)*"=M, + b?™ = M}, + a*"

Teorema fundamentala a aritmeticii. Orice numar natural compus se poate scrie ca produs de puteri
de numere prime.
Facand abstractie de ordinea factorilor, descompunerea unui numar natural in produs de puteri de
numere prime este unica. Reprezentarea n = p;*t - p,*2 - ... p“k ,unde ay,ay,...a; € N*si
P1, P2, - Px SUNt nUMere prime cu p; < p; <...< p; se numeste descompunere canonica a
numarului n. Tn acest caz
-numarul divizorilor numarului n este egal cu (a; + 1) - (@ + 1) - ..o (ap + 1)
p @1t1_q . pp@2tl_q o pr@kt1—1

p1-1 e N
Definitie Dacap e un numar prim, n € N* atunci evaluarea p-adica a lui n este cel mai mare
numar natural k astfel incit n : p*. Se noteaza k = v, (n).
exemple n=20=2% - 5 = v,(20)=2, v5(20)=1, v3(20)=0

n=5!=1-2-3-4-5=23-3-5=v,(n)=3

Definitie Daca a € Q. exista si este unic k € N astfel incadt k < a < k + 1. Numarul k se numeste
partea intreagd a lui a si se noteaza [a].( [0] = 0)
Exemple [3,1] =3 [3,92] =3 [3]=3 [0,(2)]=0

-suma divizorilor numarului n este egala cu



Teorema ( Formula lui Legendre) Daca p e un numar prim si n € N* atunci Uy, (n!)=[§] + [pn—z] +...

(existd i€ N astfel incat p' > n = [%] = 0 (V) L =i, deci laun moment dat termenii sumei sunt

egali cu 0)

Probleme propuse

1. Vom numi superprim un numar natural prim, mai mare decat 10, care indeplineste simultan
urmatoarele conditii:
1) este format din cifre distincte
il) oricum am schimba ordinea cifrelor sale, obtinem tot un numar prim.
Determinati toate numerele superprime.
(Olimpiada, 2009)
2. a) Determinati numerele naturale x si y, stiind cd x? + x +y = 58 si y este prim.
b) Determinati numerele naturale x si y, stiind c¢i 3x + 5y + y? = 20 si x este prim.
c¢) Scrieti numarul 2010 ca o suma a unor numere naturale si ca produs al acelorasi numere
naturale.
3. Aflati numirul abc cu cel mai mic numar de divizori stiind ca abc = 25(a + b + ¢).
4. Se considera numerele A=aaa si B=aaaa , unde a este o cifra nenula. Aratati ca
numarul de divizori ai lui A este cel mult egal cu numarul de divizori ai lui B.
(GMB nr.2/2014)
5. Stabiliti daci existd numere naturale nenule n, pentru care numirul n? si aibi de
doud ori mai multi divizori decat n.
6. Aritati ci , oricare ar fi cifrele a si b, numirul ab15 are un numir par de divizori naturali.
(GMB nr.1/2013)
7. Numim drdgut un numar natural n > 1 care este egal cu produsul divizorilor sai
proprii. Gasiti 11 numere drdgute si aratati ca suma lor este cub perfect.
8. Fie nun numar natural care este divizibil cu 6, dar nu este divizibil cu 4 si nu e
divizibil cu 9. Aratati ca:
a) n nu este patrat perfect;
b) produsul tuturor divizorilor naturali ai numarului n este patrat perfect.
9. Determinati numarul natural care are exact patru divizori iar produsul acestora este 2601.
10. Aflati cel mai mic numar natural care are 21 divizori si este divizibil cu 125.
11. Determinati numarul natural n care are exact 6 divizori, iar suma divizorilor este egald cu 28.
12. Se considerd numerele a, b, ¢, d prime mai mari ca 5, astfel incat n = a® + b% +
c? + d? si fie divizibil cu 10. Demonstrati ci H=(a - b - ¢ - d)? — 1 e multiplu de 30.
13. a) Fie p un numir prim mai mare decat 6. Aflati ultima cifrd a lui p*.
b) Aflati numerele prime p si g, stiind ci p* + q* = 29186.
(Olimpiada, 2011)
14. Se considera numirul natural A=a;? + a,%+... +ay0122, UNde ay, as, ..., dzp1z Sunt



numere prime mai mari sau egale cu 5. Ardtati ca B=2A+2013 nu este patrat perfect.
(GMB nr.1/2013)
15. Fie N=100!. a) Aritati ci N: 348;
b) Determinati cel mai mare numar natural de forma 10™ care-I divide pe N.
16. In cate zerouri se termina 2013! ?

17. Care este exponentul lui 3 in descompunerea in factori primi a numarului 28 - 29 - ...- 100 ?

T . 1101-102-..:200
18. Aratati ca numarul ————— € N.

3 100!
TEMA

1. Determinati numerele prime a, b si C care verificd relatia 53a? + 159b — 134c = 2014.
2. a) Sa se arate cd numarul 9999999994 este compus.
b) Sa se arate ca nu exista patru numere prime, consecutive si impare.
3. Aratati cd, daca numarul N=1-2-3-...- (m — 1) + 1 se divide cu m atunci m e un
numar prim.
4. Si se determine toate numerele naturale n si p pentru care p, p + 3%, p + 3L, p + 32, p +
37*3 sunt simultan numere prime.
5. Aflati cel mai mare numar natural, mai mic decat 2010, care are exact 14 divizori.
6. Fie p1, p2, p3, P4 NUMere prime astfel incat p; > 5,p, —p1 =pPs —p3 =251 p3 — Py = 4.
a) Demonstrati ci daci n este numir natural nenul, numirul 2p; 2012 + 3p,2012 4 5p,2012 4
np,2°12 este divizibil cu 5 daci si numai daca n este divizibil cu 5.
b) Aritati ca numarul (p; + 1)(p, + 1)(p3 + 1)(p4 + 1) este divizibil cu 160.
7. Sa se arate ca daca dq, dy, ....., d sunt divizorii naturali ai numarului n € N* si (d; + d, +

. .1 1 1
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