Centrul de Excelenti — Constanta Prof. Amelia-Elena Duca

PUTERI
Clasa a V-a, 25 octombrie 2014

Partea I. Chestiuni pregatitoare

. 1. Calculati valoarea numirului natural S =1+ 2+ 2% 4+2° 4.+ 22012 4 2201,
Rezolvare: inmultesc ambii membri ai egalitatii date cu 2 si obtin:

2S =24+ 22+ 2% .. 42013 1 22014 1)
S=1+2+2%+...42%0124 %18 scazand membru cu membru cele doua egalitati obtin

egalitatea S = 2°° —1.

2. Fie numirul natural S =1+a+a’+a’+..+a" *+a", unde ac N si a>2. Demonstrati ci
a"t -1
a-1 "
Demonstratie. Notez egalitatea din enunt cu (1) si Tnmultind ambii membri ai acestei egalitafi cu
a obtin:
a-S=a+a’+a’+..+a" ' +a"+a""(2)
S=1+a+a’+a’+..+a" " +a" (1) scizdnd membru cu membru egalititile (2) si (1)

S =

obtin egalitatea:
an+l _ 1

a-S-S=a""-1l<S@@-N=a""-1<S= , g.e.d.

I1. Patrate perfecte. Cuburi perfecte
o Un numar natural este pdtrat perfect daca este egal cu puterea a doua a altui numar

natural. De exemplu, numirul 64 este pitrat perfect, deoarece 64 =8°.
o Un numar natural este cub perfect daca este egal cu puterea a treia a altui numar natural.

De exemplu, numarul 125 este cub perfect, deoarece 125 =5°.
Ultima cifra a unui patrat perfect

Se noteaza cu u(n) ultima cifra a numarului natural n.

Pentru un numar natural n avem ca u(nz) este 0, 1, 4,5, 6sau 9.

Observatie. Daca ultima cifra a unui numar natural este 2, 3, 7 sau 8, atunci numarul nu
este patrat perfect.



Partea a I1-a. Problema rezolvata
a) Cate puteri ale numarului 2 se scriu cu patru cifre?
b) Fie n numar natural nenul. Aratati ca exista cel putin trei puteri ale lui 2 care se scriu cu n
cifre. (0JM 2012)

Solutie. @) Sunt 4 puteri: 2'° =1024, 2" = 2048, 2" =4096, 2"° =8192

b) Aratim ci existd o putere a lui 2 cu n cifre. In caz contrar, existd p numar
natural astfel incat2” <10"* <10" < 2P = 5.10"* < 2P <10"*, fals.
Fie a=2" prima putere a lui 2 scrisa cu n cifre. Observam ca prima cifra a lui a este 1,

altfel, daci a>2-10"", avem cd2" "' =a:2>10"" este tot o putere a lui 2, mai mici
decat a, scrisa tot cu n cifre.

2" =a<2-10"* <10"

2™t =2a<4-10"* <10"

2™% =42 <8-10"" <10", rezultd ca 2™,2™*, 2™2 sunt trei puteri ale lui 2 scrise cu n
cifre.

Partea a Il1-a. Probleme propuse si tema
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Fie numdrul n=2+2.-3+2.3*°+2.3% +....... +2-3%°" Demonstrati ¢ numarul n + 1 nu
este patrat perfect.
Sa se arate ca nu exista un numar natural nenul n astfel Incat

14+3+5+7+...+(2n—1) = 3 + 2014. (Concursul Interjudetean de matematici si Informatici
”Marian Tarina”, Turda, 2013)

Fie A=n® 4+ (n+1"" +(n+2)" +..+(n+9)*"*, unde n este un numar natural.

Calculati restul impartirii numarului lui A la 10.
(GM 5/2012)

Calculati ultimele doui cifre ale catului impartirii numarului 7*"** +4-7*" +17 la 11.
Calculati ultimele trei cifre ale numirului n=7+7%+7° +...+ 7°%

Comparati numerele: A=2°-2".2%....2%.26 si B =3%% —3%% 1 21.9"%°,
Demonstrati ca 3590t + 44001 < 73001, (GM 9/2013)
Fie a = 82?? si b = 242'%. Demonstrati ci a > b. (GM 9/2013)
a) Calculati S =5% +5° +5% +5°

b) Determinati ultimele trei cifre ale numarului A=1+5+5+5% +...+5%%,

Fiea=1+2+22+23+ .. +22074ip=1+3+32+3% + ...+ 3209 Comparati (a+1)?
cu (2b + 1)3,
Demonstrati ci existd o infinitate de pitrate perfecte de forma 2™ +2" + 2%, unde m, n,
p sunt numere naturale. (GM 6/2011)

Demonstrati ¢a numarul 19", unde n este un numar natural nenul, se poate scrie ca suma
a trei patrate perfecte nenule.

a) Sa se arate ca numarul A = 111...11 este divizibil cu 37.
3k cifre

b) Demonstrati ca pentru orice numar natural n, resturile impartirii lui 10" —1 la 37 sunt
patrate perfecte. (OJM Constanta, 2004)
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Cate cifre are numarul 2%, la scrierea sa in baza zece? (OJM Constanta 2010)
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. Demonstrati ci numirul a = 13 + 22023 este multiplu al lui 7. (GM 9/2013)
Care sunt ultimele trei cifre ale numerelor 2005°°** si 20052°'%? (GM 11/2012)
Calculati ultimele doui cifre ale numarului 9°%°.

Calculati ultimele patru ciftre ale numarului n=2-8%% —2.4%% _ 22019,

Demonstrati ca pentru orice numar natural impar n, numarul A=2"+3" +7" +8" este
multiplu al lui 5.

Comparati numerele 128" si 65%.

Si se compare numerele 3% si 23",

Fie numerele a=(4° —4°{4° —4°)..... (4> —4') si b=3.2% .81%. Comparafi cele doua
numere.

Fie numirul A=1+9+9%+9° +...+
a) Calculati cifra unitatilor numarului A;
b) Calculati cifra zecilor numarului A;
c) Demonstrati ca numarul A nu este patrat perfect.
5n2—n+2

92011

Demonstrati cd numarul a = este o suma de doua patrate perfecte, oricare ar fi n
numar natural. (GM 11/2012)

Fie numirul a = 20072%°7 +2008°°® + 2009%°* + 2010%°*°. Poate fi a pitrat perfect?
Scrieti numarul 9°°*' ca suma a doud cuburi perfecte. (GM 11/2011)
Scrieti numarul 6*°** ca suma dintre un patrat perfect si un cub perfect. (GM5/2012)

Demonstrati ci numirul 10°°*° se poate scrie ca sumi a patru cuburi perfecte.
Pentru orice n numar natural, calculati restul impartirii numarului

A=5"*.3" 1 5M.3™ 1 3.15" |a 2013.
Calculati valoarea numarului natural n pentru care

(n n®.n%.n% -...nf’m)4 =5 (15 +5% +5% 1 2011 )



