Concurs RMCS | editia a IX a, 14 iunie 2014, Otelu — Rosu

Clasa a X a

1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia cos® x + 4sin xcosx — 2sin” x = 2.
RMCS 37

2. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (1-x)+log, I=x_ (log, x)2 .
X

Supliment GM, 3/2014

3. Se considera o multime M de numere complexe care are urmatoarele proprietati:
a) leM .
b) xeM "R =(cosx+i-sinx)eM .

c) (cos2x+i-sin2x)eM =>xeM .
P . - o o . T
Demonstrati ¢ pentru orice numar natural n, este adevarata relatia — € M.
2

Lucian Dragomir, RMT, enunt modificat

4. Se noteazd cu F,, numarul functiilor f:{1,2,3,...,n} > {n+Ln+2} , neN,n>2 careau
proprietatea ca  f(1)+ f(2)+ f(3)+...+ f(n) este numar par .
a) Sasedetermine Fj .

b) Sa se determine cel mai mic numar natural n pentru care F, >2014
Lucian Dragomir,Supliment GM 12/2011

Nota: Timp de lucru : trei ore.
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se noteazd cu maxim 7 puncte.



Concurs RMCS, editia a IX a, 14 iunie 2014
Barem de corectare si notare, Clasaa X a

1. Notim a =log, x,b = log (1 - x) si obtinem b+ ab—a = a* 3p
sau (1+a)(b—a)=0; Ip
< . 1 1
Daca a=-1 atunci x = 5 P
Dacd a =5 atunci log, x =log, (1-x), absurd deoarece x €(0,1)=a <0,b>0. 2p
2. Membrul drept este egal cu 2(sin2 X +cos’ x) si astfel ecuatia se poate scrie 3
p
4sin® x — 4sinxcosx +cos” x=0.
Daca cosx=0= sinx =0, absurd, asadar prin impartire cu cosx # 0 obtinem
1 . 1 4
4tg2x —4tgx+1=0=>1gx = 5 si astfel x e {arctgz + kﬂ|k € Z} p
, ) Ip
3. cosO+isin0=1e M =0eM
. ) b) : 2p
cos2r +isin2r=le M=>reM=-1eM ;cumsi le M ,avem cd {-1,0,1} c M NZ
. . . . 1
Demonstram prin inductie matematica afirmatia: ln eM,VneN p
Pentru n» =0 am aratat anterior ca 7 e M
Presupunénd cé , pentru un oarecare k € N, avem lk € M , atunci ajungem la
2
” ti-sinZ-|eM (conform b)); aceast i
c0s2—k+ i s1n2—k € M (conform b)); aceasta se poate rescrie 3p
[cos2-%+i-sin2-%) € M si, conform ¢) , avem ca ﬁ eM.
Cu aceasta, demonstratia prin inductie este incheiata.
4.
a) Evident, n+1 si n+2 sunt de paritati diferite si astfel distingem cazurile :
a) toate numerele f(k),k =1,5 sunt pare ...... avem deci o functie
b) unul dintre f (k) este par , restul sunt impare ( fiind in numar par ,acestea au suma
UN NUMAT PAT ) covveevreeeeeereereereesevesevesnesssesnens avem 5 astfel de functii 4p
¢) trei dintre f{k) sunt pare , celelalte doud sunt impare;doud elemente din cinci se
5-4 . . .
pot alege in T feluri .ooovevviecieciececee avem aici 10 functii
Intotal deci F,=1+5+10=16
b) Dacid n este impar , avem din nou mai multe posibilitati : unul dintre numerele f(k) este par
sau trei sunt pare sau cinci sunt pare ... sau toate sunt pare . Suma totala reprezinta de fapt
numarul submultimilor cu 1 element , cu 3 elemente, ..., ale unei multimi cu n elemente ( n
n 3p

2
impar ) , adica B 2"

( Un rationament analog daca n este par )
Din 2""'>2014 deducem n—1>11 siastfel numarul cerut este n=12 .
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