Concurs RMCS | editia a IX a, 14 iunie 2014, Otelu — Rosu

Clasa a XI a

1. Aratati cd, daca 4 e M, (R) si exista n e Z astfel incat det(A - 12) =n si

det(4+1,)=n+2,atunci det(4—n-1,) este pitratul unui numar intreg.

Ovidiu Badescu
2. Se considerd un sir (x, )n>1 definit prin x; >0, x,,;=x, + 2 ,VneN".
- +x,
A L. X
Calculati lim x, si lim —*=.
n—»o n—w\/n
Supliment GM 12/2011

3. Determinati functiile continue f:R — R cu proprietatea ca

@)= =(2+ () + %) f(x—y), Yx,yeR.
Lucian Dragomir, Supliment GM 2013

4. Se considera o functie f:R — R de doud ori derivabild pe R si pentru care existd ¢ € R

{ L0/ (@
b-a

astfel Inca = f / (¢), oricare ar fi a,b e R,a #b. Demonstrati cd /' (c)=0.

Bogdan Enescu

Nota: Timp de Iucru : trei ore.
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se noteazd cu maxim 7 puncte.



Concurs RMCS, editia a IX a, 14 unie 2014
Barem de corectare si notare, Clasa a XI a

1. Sestieca f(x)= det(A -x-1, ) =x? - (trd)-x +det A. Avem astfel, conform ipotezei, 3p
f)=1-(trA)+detA=n si f(-1)=1+(trd)+detA=n+2.
Deducem imediat cd det4=n si tr4=1. 2p
Se ajunge acum la det(A—n-Iz) f(n)=n 2 n+n=n’ 2p
2. Se arata imediat ca x, >0,Vn >1;urmeaza x, ., —x, = >>0,Vne N*, asadar sirul
1+x,
este strict crescator. Daca sirul este marginit (superior), atunci ( Weierstrass) sirul este
convergent, adicd are limita finita ; notand, de exemplu, aceasta limita cu x, prin trecere la 4p
limita in relatia de recurenta, obtinem x = x + 2 imposibil in multimea numerelor reale.
+x
Deducem cd lim x,, = +oo.
n—»o0
Cea de-a doua limita propusa se situeaza in cazul exceptat i ; Incercam o abordare folosind
e 0]
2  2_,2
criteriul Cesaro — Stolz, pentru a determina li il Tn - =) ,
n—owo N n—o n+l-n
2 3p
. X, 0
n—wo n n—o0 \/7 '
3.pentru x=y=0=2x>+ f(x*))- £(0),VxeR= f(0)=0 Ip
Pentru y =0 se ajunge la f(x3) =x? - f(x),Vx e R ; pentru x #0 avem astfel 3p
J (); AC)] ,Vx eR". Functia g: R" SR, g(x)= S ) are deci proprictatea ca
X X X
g =g(x’),VxeR’
1 1
Folosim succesiv transformarea x — x3 si deducem ci g(x)=...= g(x3"),vxeR";
pentru x >0, cum g este continud, avem: lim g(x)=...=g(1); pentru x <0 analog, asadar 2p
n—»o0
_ S _ . _
g(x)= = A (constant), VxeR", deci f(x)=A4x,Vx=0.
X

Cum f(0)=0sifeste continud, avem f(x)=Ax,VxeR
Inlocuind in ecuatia functionald din enunt, se ajunge la A4 =+1, concluzia fiind imediata. Ip
4. Relatia din enunt poate fi scrisa sub forma f(a)— f'(c)-a# f(b)— f'(c)-b, oricare ar fi A
numerele reale diferite a si b, asadar functia g:R > R,g(x)= f(x)— f / (¢)-x este injectiva P
Deoarece functia este si continud, deducem ci este strict monotona, asadar g/ (x)20,vxeR
sau g’/ (x)<0,VxeR, adica f/(x)> f/(c),VxeR sau f/(x)< f'(c),VxeR, prin urmare
x =c este punct de extrem global al functiei f "', de unde, conform Teoremei lui Fermat, 3p

concluzia este imediata.
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