Concurs RMCS | editia a IX a, 14 iunie 2014, Otelu — Rosu

Clasa a XII a

1. Se considera polinomul f,,(X)=X*~4X +m e R[X] si se noteazd cu x;,x,,x3,%,
radacinile sale.

a) Aratati ca, pentru m =1, numarul 4= (1 —iJ . (1 —LJ . (1 —iJ . (1 —LJ este intreg.
X Xy X3 X4

b) Determinati numarul de radacini reale ale polinomului f; .

¢) Demonstrati ¢ daca m €(0,3), atunci polinomul f,, nu are radacini intregi.
GM 3/2014, enunt modificat

2. Pentru fiecare numdr natural n>3 se considerd multimea 4, = {a €Z,/a*+2= a} .
a) Ardtati ca existd n>3 pentru care 4, #J.
b) Demonstrati ca dacd x € 4, , atunci (i -x)ed,.

c) Determinati numarul natural n pentru care A4, are un singur element.
RMT enunt modificat

2

3. Seconsidera sirul (/,),s, definit prin 4, = I((x ~1(2-x))"dx.
1

a) Ardtaticd 2(2n+1)-4,=n-A4 VneN,n>2.

b) Calculati lim 4,

n—>»o0

n—1>

Varianta bacalaureat 2008

n
X

dx, neN".

1
4. Senoteaza L, =I 5

ol+x
a) Aritati ci L, <In+/2 .
b) Demonstrati cd arctg x < x pentru orice x € [0, +oo) .

c) Calculati limn-L, .
n—0

Lucian Dragomir, RMT, enunt modificat

Nota: Timp de lucru : trei ore.
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se noteazd cu maxim 7 puncte.
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1.

gy a=—tD _m=3_ 5 g
X1 XpX3Xy m

4
b x> =0 , asadar nu toate radacinile sunt reale; (daca ar fi reale ar trebui sa avem
k $
k=1

x, =0,Vk =1,_4, absurd).

c) f (x)= 4x3—4 §i x=1 este singura solutie a ecuatiei f / (x) =0; deoarece, de exemplu,
X, % € Rsi x3,x, e C\R si
S0 =m>0,f, 1)=m-3<0,f,2)=m+8>0=x, €(0,1),x, €(1,2), asadar x;,x, ¢ Z

2. a) de exemplu, 2e A, 2p
b) xed = (i—x)2 +2=1-2x+x +Q:i—ix+x—i+izi—x, asadar 1—x € A, 2p
¢) folosind b) , conditia din enunt conduce la x = 1-x=2x-1=0 Ip
deunde 4x* —4x+1=0 sau 4x*> —4x* —8+1= O,asadar ? 6 in concluzie n =7 Ip
Verificari imediate conduc la 4, = {21} Ip
2 1 2
3.a) 4, = [ (=" +3x-2)'dx :§j(2x—3)/(—x2 +3x—2)"dx =
1 1
1 2 n r
=3 (2x=3)(—x" +3x-2)" [+ > j (2x=3)°(=x> +3x-2)""dx = 4p
1
2
=0 +§J'[4(x2 —3x+2)+1](=x* +3x-2)""dx = —2n4, +§An_] , concluzia fiind imediata
1
b) din a) avem 4, = - .1 inductivsearaticd 0< 4, <—— ! -4,
4n+2 4 4"
cu citeriul clestelui deducem ca lim 4, =0 3p
1
4. a) L]:%1n2:1nx/§ P
2 lp
Se arata ca T<—,Vxe [0 1] si se integreaza pe [0,1]
1+x*  1+x°
b) se considera functia f :[0,+00) >R, f(x) =arctg x—x; cum f(x)=...<0,Vxe[0,1] | 2P
avem ca functia /* este descrescatoare, deci f(x) < f(0)=0,Vx €[0,1]
1 1 2p
c) integrand prin parti avem nL, = J. x-(arctg (x")) dx = x -arctg(x") / 1) - J. arctg(x")dx
0 0
not.J,
Integrand pe [0,1] inegalitatea (se foloseste b)) 0 < arctg(x") < x" se ajunge, cu teorema Ip

clestelui, la llmJ, =0=limnl =—

n—>0 n—>0
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