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CAPITOLUL 5
INTEGRALE MULTIPLE

5.1. ARIA UNEI MULTIMI PLANE

In cele ce urmeazi, prin multime plani poligonald, vom intelege orice
multime din plan marginiti de un poligon. In particular, prin multime plani
dreptunghiulara (triunghiulard) intelegem o multime plana a carei frontierd este un
dreptunghi (triunghi). Cititorul este familiarizat cu notiunea de arie a unei multimi
plane poligonale de la cursul de geometrie elementara. in acest paragraf vom da un
sens notiunii de multime care are arie, pentru o clasd de multimi mai generald decat
clasa multimilor poligonale.

Definitia 5.1.1 Prin multime elementara (in plan) intelegem orice reuniune
finita de multimi plane dreptunghiulare cu laturile paralele cu axele de
coordonate, fard puncte interioare comune.

Facem precizarea ci orice reuniune
finitd de multimi dreptunghiulare cu latu-
rile paralele cu axele de coordonate se
poate reprezenta ca o multime elementara.

|: Asadar, o multime £ c 07 este
elementard, dacd existd un numar finit de
dreptunghiuri (pline) D; =[a;,b;|x[c;,d;],

Fig. 1 S P
& i=1p astfel incat E = UD,- si
i=1
D;(\D; =2 pentru i # j. Se stie cd aria unui dreptunghi este egald cu produsul
lungimilor laturilor, deci ariaD; =(b;—a;)(d;—c;). Prin definitie, aria multimii
elementare E este
p
aria £ =ZariaD,~. (1)
i=1
In continuare, vom nota cu E familia multimilor elementare din plan. Daci
AcU?esteo multime marginita, atunci vom nota cu:
S*(A) :sup{ ariaF; EC A, E eE} si

S*(A)zinf{ariaF; F=4, EeE}.
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In cazul cdnd multimea 4 nu contine nici o multime elementara, vom defini
S. (A) =0. Cu aceasta precizare, este evident ca cele doud margini existd si ca

S.(A)<S"(4).

Definitia 5.1.2 Spunem ca o multime marginita A < [ 2 este masurabild
(are arie) in sensul lui Jordan, dacd S. (A)=S* (A)=S (A) Valoarea comuna

S(A) se numeste aria multimii A.

Observatia 5.1.1 Orice multime elementard are arie in sensul Definitiei
5.1.2 si aceasta coincide cu aria definitd in (1), adica cu suma ariilor dreptun-
ghiulare care o compun.

Observatia 5.1.2 Orice multime poligonala are arie in sensul Definitiei 5.1.2
si aceasta coincide cu aria cunoscuti din geometria elementard. Intr-adevir,
deoarece orice multime poligonala este o reuniune finitd de multimi triunghiulare si
orice triunghi este reuniunea sau diferenta a doud triunghiuri dreptunghice, este
suficient sa aratdim ca orice multime pland a cérei frontiera este un triunghi

dreptunghic are arie. Fie un
B triunghi dreptunghic ABC, 4 = 90,
AB=a, AC =b . Impartim cateta
AB in n parti egale si consideram
dreptunghiuri de tipul MNPQ unde

MmN =2 si MP este paraleld cu
n

I\ ¢ AB. Sa presupunem ca BM -2
' n
l\ Din asemdnarea triunghiurilor
. . BM  MP
Fig. 2 BMP si BAC rezulta T
a

. — . b . D b
deci MP =i-—. Asadar, aria dreptunghiului MPOM este i-a—z. Daca notam cu £
n n

reuniunea acestor dreptunghiuri, atunci £ € E, E este inclusd in multimea triun-
ab (n - 1)
n

b R
ghiului ABC si aria E:a—2(1+2+...+(n—1)): . In mod analog, daca
n

notdm cu F reuniunea dreptunghiurilor de tipul MRSN, atunci F este o multime

b b(n+1) .
elementara care include triunghiul ABC si aria F' = a_2(1 +2+...+ n) = %) .In
n n

continuare avem
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@ ab(n—l)

3 ab(n+1)_ab
2 Wy,

<8.(A4BC)< S*(A4BC) <inf — =7

. . b . . C .
deci S,(A4BC)=S"(A4BC) :a?. Asadar, multimea triunghiulard ABC are arie

in sensul Definitiei 5.1.2 si aceasta coincide cu aria triunghiului dreptunghic
cunoscutd din geometria elementara.

Definitia 5.1.3. Prin multimea elementard poligonald intelegem orice
reuniune finita de multimi poligonale care nu au puncte interioare comune.

Fig. 3

Propozitia 5.1.1. Orice multime elementara poligonala este inclusa intr-o
multime elementard de arie cel mult de 8 ori aria multimii elementare poligonale
initiald.

Demonstratie

Demonstratia se bazeaza pe urmatoarele observatii:

1) Orice multime poligonala este o reuniune finitd de multimi triunghiulare;

2) Orice triunghi (plin) este reuniunea sau diferenta a doud triunghiuri (pline)
dreptunghice;

3) Orice triunghi dreptunghic este inclus intr-un dreptunghi de arie de doua
orl mai mare ca aria sa;

4) Orice dreptunghi este o reuniune finitd de patrate si un dreptunghi cu
raportul laturilor cuprins intre 1 si 2.

Intr-adevir, fie D un dreptunghi de laturi a si b cu % >2.

. m < . .
Fie » =— un numar rational cu proprietatea
n

a m a
.M 2y 2
b 0% 2)

si fie D; dreptunghiul de laturi b siﬁb ,iar D, dreptunghiul de laturi b sia 2.
n n
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Evident D=D;UD,. Observam ca dreptunghiul D, este reuniunea a n x m

b . .
patrate de latura —. Pe de altd parte, din (2) rezulta a—2b <ﬁb< a—>b si mai

n n
S m departe b<a p<op. Asadar,
" a-—b n
| | 1 1 | n m
b 1 T T 1 T T a——>b
" avem 1<—1— <2 deci raportul

D, D, b laturilor dreptunghiului D, este

cuprins intre 1 §i 2.

a 5) Orice dreptunghi cu rapor-
tul laturilor cuprins intre 1 si 2 este
inclus Intr-un patrat de arie cel mult
dublul ariei dreptunghiului initial.

6) Orice patrat este inclus intr-un patrat cu laturile paralele cu axele de
coordonate si de arie dubld. Tindnd seama si de 5) rezultd ca orice dreptunghi cu
raportul laturilor cuprins intre 1 si 2 este inclus intr-un patrat cu laturile paralele cu
axele de coordonate si de arie cel mult de 4 ori aria dreptunghiului initial.

Din cele de mai sus rezultd cd orice multime poligonald poate fi inclusa
intr-o reuniune finitd de multimi dreptunghiulare cu laturile paralele cu axele de
coordonate de arie cel mult de 8 ori aria multimii poligonale initiale.

In sfarsit, sa observam ci orice reuniune finita de multimi dreptunghiulare cu
laturile paralele cu axele de coordonate se poate reprezenta ca o multime
elementara avand aceeasi arie.

Fig. 4

Observatie 5.1.3. Existd multimi plane care nu au arie.

& < s 1 daca xel )
Intr-adevar, fie functia lui Dirichlet D(x) = si fie
0 dacd xel\U

4={(xy)e0?|0<x<1,0< y< D).

Se observa imediat, in acest caz, ca S.(4)=0 si S"(4)=1, deci multimea

A nu este masurabila (nu are arie).
Urmatoarea propozitie ne furnizeaza exemple de multimi care au arie. Fie

f: [a,b] — [, sifie T'; subgraficul sau, adica multimea

Ffz{(x,y)eD2|a£x£b,0£y£f(x)}.

Propozitia 5.1.2 Daca f este integrabila pe [a, b], atunci subgraficul sau T ¢

are arie §i aria (F/-) = I:f(x)dx .
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Demonstratie.
Fie Ata=xg<x<...<x;_1<x;<...<x,=b o diviziune oarecare a inter-

valului [a, b] si fie m; (respectiv M;) marginea inferioara (superioara) a functiei f

A pe intervalul [xi_l,x,-] . Daca notdim cu
E\ :LnJ[x,-_l,xl-]x[O,m,-], atunci E, €E |
i=1
A EA c F/ $1
aria(Ey) =Y m;(x;—x_1)=s5 unde cu
f i i=l
& M sa am notat suma Darboux inferioara.
; ‘ Rezulta ca s, < S, (Ff).
e In mod analog, daci notim cu
- > FAZL’J[.X[_I,X[]X[O,MI'], atunci FAEE .
a X, X b i=1
Fy>T,si aria(FA) =S, >S5" (Ff) .
Fig. 5 Asadar avem:
sa<S.(Ty)<S8™(Ty)< Sy (3)

« (b
Faptul ci feste integrabild pe [a, b] implica: [.=sups, = ir&f Sy=1"= j f(x)dx .
A a

A # b .
In sfarsit, din (3) rezulta S, (F f) =S (Ff) = Ja f(x)dx si cu aceasta teorema

este demonstrata.
Y a Fie f, g: [a, b] > P doua functii cu
proprietatea f(x)<g(x), V x € [a, b] si fie

ngz{(x,y)eD2|anSb, f(x)SySg(x)}.

Corolarul 5.1.1. Daca f si g sunt inte-
grabile pe [a, b, atunci multimea T, are arie

Fig. 6 si aria(I7g) = [ [g()~ ()] dx.

w ¥

o

Exemplul 5.1.1. Sa se calculeze aria elipsei.

2 2

. . . X . . . . . o
Ecuatia elipsei este —2+;;—2—1 =0. Din motive de simetrie este suficient sa
a

calculam un sfert din aria elipsei, de exemplu aria multimii hasurate in figura 6.
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Arcul BA este graficul functiei
b
f(x) =Z\/a2 -x?, xe [O,a] .

Conform Propozitiei 5.1.1 avem:

1 b
—aria (elipsei) = f(x)= ” a*—x*dx =

4
b ’ '
:g(%/ 2o x? +%arcsin%} =
0
Fig. 7 b a* b
'8 _2.4 r_ra Asadar aria elipsei de
a 2 2 4

semiaxe a si b este egald cu mab.

Teorema 5.1.1. Fie A = 12 o multime marginita. Conditia necesara §i
suficienta ca multimea A sa aiba arie este ca pentru orice &€ > 0 sa existe doud
multimi elementare E. i F . cu proprietatile: E.c A C F.si
aria(Fg)— aria(Eg) <eg.

Demonstratie
Necesitatea: Dacd S.(A4)=S"(4)=S(4), atunci din definitia marginii

. . . . . . n A &
superioare (inferioare) rezultd ca existda E, €E , E. c A4 astfel incit S (A)—§<

< aria(E,) si exista F,eE, F, > A4 astfel incat aria(Fg)<S(A)+%. Asadar,

avem aria (Fg) - aria(Eg) <g.
Suficienta. Daca pentru orice £> 0, existd E,, F; € E cu proprietitile:
E;c A c F,siaria(F,)—aria(E;)<¢&, atunci avem: 0 <S”(4)-S.(4)<e&. Cum

&> 0 a fost arbitrar, rezultd ca S* (A) =S, (A) , deci A4 are arie.

Definitia 5.1.4. Spunem ca multimea I’ c [J 2 este de arie zero dacd poate fi
inclusa intr-o multime elementara de arie oricat de mica. Cu alte cuvinte, daca
Y &> 0 exista o multime elementara F > " cu aria(F) < & In particular avem

S* (F)zO si cum 0<S, (F)SS* (F) rezulta ca U are arie si ca aria(I') = 0. Cu

aceasta definitie Teorema 5.1.1. se poate reformula astfel:

Teorema 5'.1.1. Fie A = (> o mulfime marginiti. Conditia necesard §i
suficientda ca multimea A sa aiba arie este ca frontiera sa I sd fie de arie zero.
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Demonstratie.
Daca A are arie, atunci V £> 0,3 E,, F, €eE cu proprietétile E.c 4 < Fsi

aria(F; \E, ) =aria(F,)—aria(E;)<¢&. Cum I'= frdc F,\E: si F,\E: este de
asemenea o multime elementara, rezulta cd I  este de arie zero.

Afirmatia reciproca rezulta din Observatia cé orice multime elementara care
contine frontiera I' a multimii 4 se poate scrie ca diferenta a doud multimi
elementare F\EcuEc A cCF.

Corolarul 5.1.2. Graficul oricarei functii continue f : [a, b] — P este o
multime de arie zero.

Intr-adevar, functia f fiind continua, este integrabild si conform Propozitiei
5.1.1 subgraficul sau are arie. Afirmatia rezultd acum din Teorema 5'.1.1.

Corolarul 5.1.3. Orice multime planad a carei frontierd este o reuniune finitd
de grafice de functii continue, are arie. (Afirmatia rezulta din Corolarul 5.1.2, din
observatia ca o reuniune finita de multimi de arie zero este de asemenea de arie
zero §i din Teorema 5'.1.1).

Teorema 5"1.1. O multime marginita A c [ 2 are arie dacd si numai dacd
pentru orice € > 0 exista doua multimi elementare poligonale P, si Q, cu
proprietdtile: P, cAc Q, siariaQ, —ariaP, <&

Afirmatia rezulta din Propozitia 5.1.1 si din Teorema 5.1.1.

Observatia 5.1.4. Orice disc (multime plana a carei frontiera este un cerc)
are arie.

Intr-adevir, daca notam cu P, (respectiv Q,) multimea poligonald a cirei
frontierd este poligonul regulat cu » laturi inscris (respectiv circumscris) in cerc,
atunci ariaQ, — ariaP, este oricat de mica pentru » suficient de mare.

In continuare notam cu (6, p) coordonatele polare in plan.

Propozitia 5.1.3. Fie p=p(0), 0 €|a, ] o functie continua si fie
A= {(g,p)| alf<p, 0<p< p(@)} . Atunci A are arie §i ariad = %prz (0)6[(9.

Demonstratie
Fie A,:a=6y<6<...<6,_1<0;<...<6,=F o diviziune echidistantd a

intervalului [e, ] .



94

Fie m; (respectiv. M;) marginea inferioara (superioard) a functiei

p=p(0), O¢€[b..6]. Aria sectorului de cerc
ORE={(6.p)|6120<6,0<p<p(6)}
.1 .
, A este egald cu Em’z (6, —6,1), iar

aria sectorului de cerc OQ;R;_;

este egald cu
1

2
7 M; (6 =6).

Dacda notam cu P, (res-
pectiv Q,) reuniunea celor n
sectoare de cerc OR,P (res-
pectiv OQ;R;_; ) atunci
BcAcQ, si

. 51, .
aria P, = 5 i (6,—6.,) iar
i=1

]

. . 2
Fig. 8 ariaQ, = ; EMi (91‘—‘9;'—1)-
Observdm ca cele doud sume sunt sumele Darboux asociate functiei
1 Ce . -a .
Epz(ﬁ), Oela,B] si diviziunii A,. Tindnd seama ca ||A,,||=’B——>0 si
n

1
functia 5 p2 este integrabila pe [a, ,B] , rezulta ca exista
i . . . s 5
im aria P, = lim ariaQ, =—I p-(6)do 4)
n—»o0 n—o0 2Ja

Pe de alta parte, deoarece P, (respectiv Q,,) are arie pentru V &> 0 existd o

multime elementara E, (respectiv Fn) , E,cP,cAcQ,cF, astfel 1Incat
. . & . . . & A
aria B, —aria E, < 3 §i aria F,—ariaQ, < 3 In plus, tindnd seama de (4) putem

.. . & . . . .
presupune ca aria 0, —aria P, < 3 Asadar, avem aria F,, —aria £, < & , deci multi-

. 18 5
mea A are arie §i aria 4 ZEL P (H)dH.

Teorema 5.1.2. Suportul unei curbe rectificabile este o multime de arie zero.
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Demonstratie.

Fie  : [a, b] > [ ? drumul parametrizat rectificabil care determina curba 7,
definit prin #(r)=(x(1),»(t)). Fie L lungimea acestui drum si fie x=3(s),
y=7(s), s €[0,L] reprezentarea sa naturala (Vezi Cap. 4, §4.3).

Fie A,:0=sy<s5<...<85;1<$;<...<s,=L o diviziune echidistanta a

intervalului [0, L] si fie M; punctul de coordonate (i(s,-), j/(s,-)) de pe suportul

: . . L S < .
curbei y. Lungimea arcului MHM ; este —. Consideram un patrat D; cu centrul in
n

: . . 2L . <
M, si laturile paralele cu axele de coordonate, de latura — . Este evident ca
n

n
suportul curbei y (imaginea functiei vectoriale r) este inclus in U D; si

i=0
U <5 o)~ ()%
aria| | ) D; |< ) aria(D;)=(n+1)——. Cum
L L i=0 = l n’
ko . 41 . .
-------------------------------------------- lim (n + 1)— =0, pentru n suficient de mare, aria
M, n—>% n2
MJ—] D e n . . .
i multimii UD,- este oricat de micd, deci suportul
/ i=0
) curbei yeste o multime de arie zero.
Fig. 9 Din Teoremele 5'.1.1 si 5.1.2 rezulta:

Corolarul 5.1.4. Orice multime plana marginitd a carei frontiera este o
reuniune finitd de curbe rectificabila are arie.

Corolarul 5.1.5. Orice multime marginita a carei frontiera este neteda pe
portiuni are arie.
Afirmatia rezultd din Teorema 4.2.1 si Corolarul 5.1.4.

Propozitia 5.1.2. Daca A, si A, sunt doua multimi care au arie §i nu au
puncte interioare comune, atunci reuniunea lor A = A, Y A, are arie §i
aria (A) = aria(Al) + aria(Az) .

Demonstratie. Deoarece frontiera lui 4 este inclusa in reuniunea frontierelor
lui 4; si A4, si acestea sunt de arie zero, rezulta ca si fr4 este de arie zero, deci 4 are
arie.
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Pentru orice £> 0 existd multimile elementare E;, F;, i = 1,2 cu proprietitile:
EicAcH, EycA4ck, aria(F)—aria(E)<e, aria(F,)—aria(E;)<e.
Avem
aria Ey +aria E, < aria A <aria(F{UF,) <
<aria F{ +aria F;
si
A aria F; +aria F, < aria 4 +aria 4, <
<aria F{ +aria F,
Fig. 10 Aceste inegalitati implica
| aria A— (aria A +aria Az) | < aria F] —aria E| +aria F;, —aria E, < 2¢.

Cum &> 0 a fost arbitrar, rezulta cd aria 4 = aria 4, +aria 4, .
5.2. INTEGRALA DUBLA. DEFINITIE. PROPRIETATI

Fie 4 < 0% o multime marginitd. Atunci existd un cerc care contine
multimea 4. Rezulta cad distanta dintre orice doud puncte ale multimii 4 este mai

mica decat diametrul acestui cerc. Asadar, multimea {dist (M,N),MeA,Ne A}

este o multime de numere reale pozitive majorata, deci are margine superioara.

Definitia 5.2.1. Fie 4 c [J 20 multime marginitd. Se numeste diametrul
multimii A urmatorul numar:

d(A)=diam(A4)=sup{dist(M,N); M e 4, Ne A4}

Definitia 5.2.2. Fie A si B doua multimi din

plan. Se numeste distanta dintre aceste multimi urma-
torul numar

Fig. 1 d(A4,B)=inf{dist(M,N); M4, NeB}|.
Este clar ca dacd 4 | B # & atunci d(4,B)=0. Afir-
matia reciprocd nu este in general adevirati. Intr-adevar, distanta dintre graficul

. 1 . . y . .
functiei f(x)=—,x # 0 si axa Ox este zero, desi cele doud multimi sunt disjuncte.
X
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Teorema 5.2.1. Fie A §i B doud multimi plane
inchise, marginite §i disjuncte. Atunci d (A,B) >0.

0 X
ﬁ] Demonstratie. Presupunem prin absurd ca

. 1 . )
d(A4,B)=0. Atunci, pentru & -, existi P,e A si

y

Fig. 2
0, € B astfel incat

) 1
dlSt(l)n,Qn)<; (1)
Deoarece multimea A este marginita, rezulta ca si sirul {Pn} este marginit.
Din Lema Cesaro deducem ca exista un subsir {P,,k} convergent. Fie P = klim B, .
—0

Cum A4 este Inchisa rezultd ca P € A. Pe de alta parte, din (1) rezulta ca subsirul

{an} este de asemenea convergent si limita sa este tot P. Evident, P € B, pentru

cd B este inchisd. Am ajuns astfel la o contradictie si anume P € 4 () B, adica 4 si
B nu sunt disjuncte.

in cele ce urmeazi vom nota cu D un domeniu compact din [J 2 , adica o
multime conexa, Inchisa si marginitad. Presupunem in plus ca D are arie. Aceasta se
intampla, de exemplu, daca frontiera lui D este o reuniune finitd de curbe recti-
ficabile. In particular daca este netedd pe portiuni.

Definitia 5.2.3. Se numeste partitie a lui D orice familie finita de subdomenii

— P
D;c D, i=1,p, care au arie, nu au puncte interioare comune §i D = UD,- .
i=1
Daca notam cu p partitia

Dy, D,,...,D,, a lui D atunci norma

acestei partitii se defineste astfel:
||p||=max{diam(D,~); ISiSp} .
Din Propozitia 5.1.2 rezultd ca

p
aria D= Z aria D; .
i=1

Definitia 5.2.4. Spunem ca
Fig. 3 partitia p' a domeniului D este mai
find ca partitia p a acestui domeniu §i

notam aceasta cu p' > p, dacd fiecare subdomeniu al partitiei p este o reuniune

finita de subdomenii ale partitiei p'. Asadar, dacad p este partitia (D,- )1 <i<p atunci
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o' este de forma {DU}1<Z<P si D; = U s V izﬁ.

1<j<n;
Este evident cd daca p < p' atunci ||p|| > ||p'|| Fie p:Dy,D,,...,D, o partitie
a domeniului D si fie f: D — P o functie marginita. Notam cu:
m =inf{f(x,y)|(x,y)eD}, M =sup{f(x,y)|(x,y)eD}

m; =inf{f(x,y)|(x,y)eDl-},
M; =sup{f(x,y)|(x,y)eDi}.

Sumele Darboux corespunzatoare
functiei f'si partitiei p se definesc astfel:

p p
Sp =Zml~ariaDi si S, =2MiariaDi.

i=1 i=1
Deoarece m<m; <M; <M, V isi,

p
ariaD = Z aria D; , rezulta:
i=1

m(ariaD)<s,<S,<M (ariaD) (2)

Lema 5.2.1. Daca p< p' atunci s,<s,y<Sy<S,

=

Demonstratie

Presupunem ca partitia p se compune din domeniile ( ) si partitia o’

1<i<p

din domeniile {D,]}1<,< p - Cum p<p' rezultd ca pentru orice i=1,p avem
I<j<n;

D,~=UD,YJ~ Daci notim cu m]—mf{f(x,y)|(x,y)eD§j}, atunci  mj; > m;,

Vi=1p,V j=1n; .Incontinuare avem
bz P i
s/,:Zml-ariaDi:Zml- ZariaDi'] <z ZmljarlaD Sy
i=1 i=1 Jj=1 i=l j=1

Asadar, am aratat ca s, <s,/. In mod asemanator se arata ca S PR S o

Lema 5.2.2. Pentru orice doud partitii p' si p" ale domeniului D avem:
Sy <S8y

Demonstratie
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< < s, . . , .
Sa presupunem ca partitia o' se compune din subdomeniile (Dl-)1 <icp lar

partitia p” din subdomeniile (D;’) <0 Daca notam cu p partitia formata din

1<5<

domeniile (D{ﬂD;’-)lS,-S » » atunci p este mai find i ca p’ sica p". Din Lema 5.1.2

1<j<q
rezultd: s, <s5,<S,<S,;.
In continuare vom nota cu
1, =sup{ sp|p—parti§ie a lui D} sil” =inf{ Sp|p—parti‘;ie a lui D} .
Existenta acestor margini rezulta din inegalitatile (2). Din Lema 5.2.2 rezulta
cd I,<I".

Definitia 5.2.5. Spunem ca functia f este integrabila pe domeniul D dacd

I.=1"=1. Valoarea comund I se noteazd cu I = ”f(x,y)dxdy §i se numeste
D
integrala dubla a functiei f pe domeniul D.

Lema 5.2.3. Pentru orice £> 0 exista S, >0 astfel incdt pentru orice partitie

. . %
p a domeniului D cu ||p||<§g avem: I, —e<s,<S,<Il +¢&.

Demonstratie. Din definitia marginii superioare rezultd cd V &> 0 existd o
partitie py a domeniului D astfel incat

&
[*—§<Sp0 (3)

Vom nota cu (G,) elementele partitiei p,, cu T, frontiera multimii

1<k<r
.
G, sicul'= U I',. . Deoarece G, are arie, rezultd ca I, este de arie zero. Cum I’
k=1
este o reuniune finitd de multimi marginite inchise, de arie zero, rezultd ca I" este o
multime Inchisd, marginita de arie zero.
Pentru orice ¢ > 0 existd o multime elementard £ cu proprietétile ' £ si

£
aria E <m, unde M si m sunt marginile functiei f pe D. Dacd notam cu C
—m

frontiera multimii elementare E, atunci C este o multime inchisa marginita si putem
presupune c¢i I' (1 C = &. Din Teorema 5.2.1 rezultd ca dist(C,I')=5, >0. Fie

,oz(D,-)1 <i<p © partitie a domeniului D cu ||p||< O, . Sa observam ca elementele

partitiei p sunt de doud feluri si anume: Daca D;(\'# atunci D; c E ; daca
D;NI'=¢ atunci existd o singura multime G, astfel incat D; c G,. Daca
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1={1,2,...,p} , atunci notam cu I, ={ieI|Dl-ﬂF¢@} si cu [, =171\1I;. Asadar,
dacd iel; avem D; c E si dacd i e [, existd un k (unic) astfel incat D; — G,.. Fie
p partitia formatd din multimile (D; NG,.).

LKk "

Din cele de mai sus rezulti cd elementele lui p sunt de forma (D,- NG, )ieIL

xk=Lr

$1 {Dj}jelz ’

In continuare avem s;-s,= )" Zr: my aria(D; NG )— Y m; aria(D;) <

iell k=l iel
£ £
<> MariaD;— ) mariaD; <(M —m)ariaE <(M —m)————=—. Asadar
lé:l i 1;[1 i ( ) ( )Z(M—m) 2
$5<5p+ @)

Pe de altd parte, din Lema 5.2.1 rezultd ca s Py <s;, deoarece Py = 0.
Tinand seama acum de (3) si (4) obtinem:

&
l,——<s, <s-<s
2 TP,

£ .
5 p+§, deci I,—&<s,.

P
Cealalta inegalitate din enunt se demonstreaza asemanator.

Teorema 5.2.2 (Darboux) Fie D un domeniu compact care are arie §i
f: D — P o functie marginita. Conditia necesara si suficientd ca f sd fie integrabila
pe D este ca pentru orice > 0 sa existe 6, >0 cu proprietatea ca pentru orice

partitie pa lui D cu ||p|| <0, saavem S,—5,<¢.

Demonstratie.

Necesitate. Prin ipotezd I, =1"=1. Din Lema 5.2.3 rezulti ci V & > 0,
existd J, >0 astfel incat V p partitie a lui D cu || p” <0, avem

&£ < £ deci . S
I—§<sp _Sp<1+§, eci . S,—s5,<¢.

Suficienta. Prin ipotezd V &> 0 3 6, >0 astfel incat S,—s, <& pentru
orice partitie o cu || p” <06,. Din inegalitatile s,<I.<I <S » deducem
0<I"—I,<¢&.Cum &> 0 este arbitrar rezulti /" —1,=0, deci f este integrabild

pe D.

Teorema 5.2.3. Orice functie continud pe D este integrabila pe D.
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Demonstrafie. Fie f: D — P continud si fie p:D,...,D, o partitie oarecare
alui D. Atunci avem:
p
Sp,—=5,= Z(M, —mi)ariaDi .
i=1
Din continuitatea lui f rezultd pe de o parte ca f este marginitd si isi atinge
marginile pe fiecare domeniu compact D;, iar pe de altd parte ca f este uniform

continud pe D. Fie (&,n) e D; astfel incat m; = f(&,n;) si fie (&, 7]) € D; astfel
incat M; = f (& n).
Din continuitatea uniforma rezultd cd V ¢ > 0, 3 6, >0 astfel Incat
V(x,))eD, (x".y")eD cu |x’ —x"| <0y,
|f(x'> y,) - f ()C", y”)| <

Daca presupunem acum ca || p|| <0, varezulta

Sp=Sp= i(f( % nf)— f (&n}))aria D; <

Din Teorema 5.2.2 rezulta ca f'este integrabila pe D.

V- y”| <0, avem

ariaD

g

Zn: aria (Di) =¢.
i=1

aria D

Teorema 5.2.4. Daca f este marginita pe D si continuda pe D cu exceptia
eventual a unei multimi de arie zero, atunci f este integrabila pe D.

Demonstratie.
Fie M > 0 astfel incat |f(x,y)| <M,V (x,y)eD sifie £> 0 oarecare.

Prin ipoteza existd o multime elementard £ care contine in interiorul siu

punctele de discontinuitate ale lui f'si aria E < ﬁ

Dacd notdim cu D=D\E, atunci D este o multime Inchisa si evident
marginitd. Cum f este continud pe D rezulta ca f este uniform continua pe D, deci
V £>0,3 &, >0 astfel incat oricare ar fi (x,)")e D, (x",)")eD cu |x'—x"| <o,

|y'—y"| <68, avem |f(xl’yr)_f(xlr’y")| <ﬁ@. Fie acum p o partitie a lui D

al cdrui prim element este D; = E(1D iar celelalte elemente D,,...,D; au diame-
trele mai mici ca J, . Dacd calculam diferenta S, —s,, obtinem:

S,=5, S(Ml—ml)ariaE+i(M,-—m,-)ariaD,-<
i=2
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<om--Z oy -iariaD <fifo,
4M 2ariaD & T2 2

Cum 0<[I"—1, SSp—sp<g si & >0 este arbitrar rezultd ca I'=1,, deci f

este integrabila pe D.
In continuare vom introduce notiunea de sumd Riemann. Fie p:D,,...,D, o

partitie a domeniului D si fie (fi,m) € D; un punct arbitrar, V i =G. Notam cu

(f,n)z(fi,nl-)l <pel” Suma Riemann atagatd functiei f, diviziunii p si punctelor

1l
Mk

intermediare (51-,771-) se defineste astfel: ap(f,g,n) f(é,r]i)ariaDi. Cum

m; Sf(f,-,l],-)SM,-, \v i:G,rezulté spSap(f,f,n)SSp, \v (f,n).

Il
LN

Definitia 5.1.6. Fie D un domeniu compact si fie f : D — P o functie
marginitda. Spunem ca f este integrabila pe D (in sensul lui Riemann, pe scurt (R)-
integrabild) daca exista un numar finit I cu proprietatea ca ¥ €> 0,3 6, >0 astfel

incat oricare ar fi p partitie a lui D cu ||p|| < d, i oricare ar fi alegerea punctelor

intermediare (fi,m) € D; avem

|ap(f,§,77)—1|<.9.

Numarul / se numeste integrala dubld a functiei f pe domeniul D si se
foloseste notatia / = ” f(xy)dxdy.
D

Observatia 5.2.1. Pentru orice &>0, existd (a;,5)eD si (7;,6,)eD
astfel incat S, —o,(f,a, )< si 0,(f,7.6)-s,<¢.

Intr-adevir, din definitia marginii superioare rezulti ci V &>0, exista
(al-,ﬂl-) € D; astfel incat M, —f(ai,ﬁ,-) < D
In continuare avem:

p
Sp—ap(f,a,ﬂ)=Z(Ml-—f(a,-,ﬂ,~))ariaDi <
i=1

Cealalta inegalitate se demonstreaza in mod analog.

Folosind aceastd observatie si procedand ca in demonstratia Teoremei 2.3.2
se aratd cd cele doud definitii ale integralei duble cu sume Riemann §i sume
Darboux coincid.

De asemenea, se poate demonstra, ca si in cazul integralei simple, ca are loc
urmatorul criteriu de integrabilitate.

g .
- carlaD=¢.
arita D
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Teorema 5.2.5 (Riemann). Fie f: D — P marginita. Conditia necesard §i
suficientda ca [ sa fie integrabila pe D, este sa existe un numar real finit I cu

proprietatea cd pentru orice §ir { pn} de partitie ale lui D, care satisface conditia

lim || pn” =0 gi orice gir (é("),n(”)) de puncte intermediare sa avem
n—»0

lim o, ( f,§<”>,77<"’) =1.

n—>0
Observatia 5.2.2. Din Teorema 5.2.5 si Observatia 5.2.1 rezultd ca daca f
este integrabild pe D, atunci pentru orice sir {p,,} de partitii ale lui D, care

satisface conditia lim
n—>0

|pn|| =0, avem:

lims, =1limS§, = Hf(x,y)dxdy.
n—>0
D

n—>0
Fie {,0,,} un sir de partitii ale domeniului D cu proprietatea lim ||pn||:0.
n—>0

Subdomeniile partitiei p, care nu au puncte comune cu frontiera lui D, le numim
celule interioare. Reuniunea lor o notam cu P,. Celelalte subdomenii ale partitiei
P, le numim celule frontiera si reuniunea lor o notam cu Q, . Evident D=P,UQ,

si ariaD =aria P, +ariaQ, .

Observatia 5.2.3. aria D =lim aria P, .
n—oo

Intr-adevar, deoarece aria D =sup {aria E;, EcD, EcE } , rezultd ca

V &>0,3 omultime elementard £, c D astfel incat
ariaD<ariaE, +¢ (5)
Multimea E, este formata dintr-un numar finit de dreptunghiuri inchise, cu laturile

paralele cu axele de coordonate. Fara a restringe generalitatea, putem presupune ca
multimea E, este disjunctd de frontiera domeniului D, deoarece, in caz contrar,

putem micsora (comprima) aceastd multime pe directia axelor de coordonate, astfel
incat multimea obtinutd sd fie disjunctd de frontiera lui D si sd satisfacd in
continuare (5). Fie R un dreptunghi oarecare al multimii E,. Conform Teoremei

5.2.1 distanta de la R la frontiera lui D este strict pozitiva. Notdm cu J cea mai
mica distanta de la frontiera lui D la dreptunghiurile multimii £, si consideram o

Pi, <0.

Observam ca E, c P,

partitie p,, cu |
,» unde B, este reuniunea tuturor celulelor interioare
ale partitiei p,, . Intr-adevir, daci M € E,., atunci existd un dreptunghi R c E,

astfel incat M € R. Deoarece distanta de la M la frontiera lui D este mai mare ca 9,
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punctul M nu poate apartine nici unei celule frontiera din partitia p, , deci apartine
unei celule interioare a partitiei p,, adica a multimii 7, . Rezulta ca

aria D <aria B, + ¢, deci

. . * . .
arlaDzsup{arlaPn; nell }z lim aria P, .
n—>0

In continuare vom evidentia o consecintd importanta a Observatiei 5.2.3
pentru teoria integralei duble. Fie {pn} un sir de partitii ale domeniului D de

norma tinzand la 0. Celulele interioare ale partitiei p, le notam cu D,;, iar

celulele frontierd ale lui p, le notim cu D,;. Avem D=PF, U Q, unde
B =UD;'11' si O, =UD;’1'j
i j

Din Observatia 5.2.3 deducem ca

lim aria(Q,)=0 (6)

n—>0

Observatia 5.2.4. Fie f:D —[ o functie marginitd, integrabila pe D si fie
M;,; (respectiv M ;) un punct arbitrar din domeniul Dy, (respectiv Dy ;). Atunci
avem:

lim Zf( ) arla ﬂf X,y dxdy

n—>0

Intr-adevar, deoarece f este marginitd pe D, rezultd ca exista K > 0 astfel
incat | f (M )| <K,V M e D. In continuare avem:

Zf( )arla

Iinand seama de Teorema 5.2.5 si de (6) deducem

Hf X,y dxdy— hm [Zf( ) arla(D' ) ;f(M,’;j) aria(D;j)]:
= lim Zf( )arla(D )

n—>®©

Z‘f ‘arla ) <Kar1a(Qn)

5.3. PROPRIETATILE INTEGRALEI DUBLE

Proprietatile integralei duble sunt analoage cu proprietatile integralei simple.
Lasam demonstratiile in seama cititorului.

5.3.1. j j l.dxdy=ariaD .
D
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5.3.2. Daca f si g sunt integrabile pe D, atunci V o, f € P, functia
af+ pg este integrabila pe D si

ﬂ [af(x,y)+ﬂg(x,y)]dxdy = a”f(x,y)dxdy+ﬂﬂg(x,y)dxdy.

5.3.3.  Daci f'si g sunt integrabile pe D si f(x,y) < g(x,y) , YV (x,y) e D,
atunci
H f(x,y)dxdy < ” g(x,y)dxdy .
D D

5.3.4. Daca feste integrabila pe D, atunci | f | este integrabila pe D si

” f(x,y)dxdy

Sg|f(x,y)|dxdy.

5.3.5.  Daca feste integrabild pe D si notdm cu m (respectiv M) marginea
inferioara (respectiv superioara) a functiei f/ pe D, atunci existd m < y < M astfel
incat

H f(X,y)dxdy = pariaD .
D

Daca presupunem in plus cad f este continud pe D, atunci existd un punct
(5,77) e D astfel incat

.Uf(x:J’)dXdy = f(&m)ariaD .
D

5.3.6. Daca domeniul D este reuniunea a doud domenii compacte D; si
D, care au arie, fara puncte interioare comune si f este integrabila pe D, si D,,
atunci f'este integrabild pe D si

_Uf(x,y)dxdy = ”f(x,y)dxder_Uf(x,y)dxdy.

5.4. MODUL DE CALCUL AL INTEGRALEI DUBLE

Definitia 5.4.1. Un domeniu compact D se numeste simplu in raport cu axa
Oy, daca exista doud functii continue @,y : [a,b] —P astfel incat o(x) <wy(x)
pentru orice a<x<b §i
Dz{(x,y)eD *lasx<b; qo(x)SySw(x)}.
Un astfel de domeniu este reprezentat in figura 1.
In mod analog, un domeniu D se numeste simplu in raport cu axa Ox daca
existd doud functii continue u,v:[c,d] —P astfel incat u(x) <w(x) pentru ¢<y<d

astfel incat
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D={(x,y)eD2|cSySd; u(x)éxév(x)}.

VA ya
d
" D )
c
ol a b oy 0 X
Fig. 1 Fig. 2

Un astfel de domeniu este reprezentat in figura 2.
Exista domenii compacte care sunt simple in raport cu ambele axe, de
exemplu dreptunghiurile, cercurile etc.

Lema 5.4.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy sifief: D —> P o
functie continua pe D.
Daca notam cu m (respectiv M) marginile functiei f pe domeniul D atunci
m(aria D) J. (I;/((X))f X,y dy)dx<M(arlaD)

Demonstratie.
Pentru inceput, sa observim cad din teorema de continuitate a integralei cu

v )f( ,y)dy, xe[a b]

este continua pe [a,b] , deci integrabila pe [a, b] . Prin ipoteza avem:
me(x,y)SM, v (x,y)eD.
Din proprietatea de monotonie a integralei rezulta:
J‘V/(X) J'W() J‘V/( )Mdy, v XE[a,b],

parametru (Teorema 3.2.1) rezultd cd functia F(x)= I

sau m[y(x)—p(x)] < j(p(x) f(xy)dy <M[y(x)-p(x)],V xe[a,b].
Folosind din nou proprietatea de monotonie a integralei obtinem:
T - pJae < 7 (200 £ (ev)ay e < [Ty - oo
Ramane sa observam ca I :((//(x) - (p(x))dx =ariaD (Corolarul 5.1.1) si cu

aceasta lema este demonstrata.
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Teorema 5.4.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy sif: D —> P o
functie continua. Atunci

[[rtryia=], (I8 )y

Demonstratie. Fie A, :a=xq<x<...<Xxj_1<X;<...<x,=b, odiviziune

echidistanta a intervalului [a, b] .
A Asadar,

y
b- .
X, — X1 = a,ViZI,n S1

b
Al =

Consideram functiile
@;:[a,b] >0, j=0,n definite

0. astfel:
A I ?;(x) = p(x) += [y/(x) (p(x)]
=0 | _ Vx elab]. EV1dent Po=¢ si
Q a=x, X, X x,=b x Q=Y.

Notam cu p, partitia

Fig. 3 C . .
s domeniului D formata din multi-

mile ( )0<,<n , unde
0<j<n

Dy = {(x,y)eD |x, 1SX<X;, @) 1(x)<y<(0,(x)}

Observam ca diam (D )S b-a

+; lv—e|_ .Y xe[xi1,x], de unde deducem ci

||pn|| —0 cand n — .

Fie my; (respectiv M;; ) marginea inferioara (respectiv superioard)a functiei f
pe domeniul D;;. Din Lema 5.4.1 rezulta

?j(x) ——
my;aria Dy; < .[x, 1 U(ojl(x)f(x,y)dyjdx <MgariaDy, i,j=0,n.

Sumand succesiv dupa i sij obtinem:

iim arlaDySZIx”( J‘(/J/(X) f(xy dyJ ii M ;aria Dy

i=1 j=1 ?j-10%) i=1 j=1
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(x )
Deoarece ZIZJJ ) (x,y)dy = I f (x,y)dy si

i'[;iil['..(jjj(f()x)f (x ,y)dy)dx f! (IW(();) f(x,y)dy)dx

i=1
rezulta:

I (J;/(( ))f X,y dy)dx<S (1)

Cum f'este integrablla pe D, din Observatia 5.2.2 rezulta ca
Jim s, = Jim Sp, =[] () vy
Trecand la limita dupa » in inegalitatile (1) obtinem

[[ (o= (I 7 ()

Observatia 5.4.1. Daca domeniul D este simplu in raport cu axa Ox, avem
urmdtoarea formula de calcul

“f x,y)dxdy = _[ (I f(xy dx)dy

Exemplul 5.4.1. Sa se calculeze _U x’ ydxdy unde D este domeniul marginit
D

2

de curbele y=x", y=1. Observam ca domeniul D este simplu in raport cu axa

A 0y:D={(x,y)|—1Sx£l,xZSygl}.

Conform Teoremei 5.1.1. avem:

y=1 [y dxdy =f_ll(fiz xzydy)dx=
D

:.[_11 dx=%fj1<x2—x6)dx=

1
3 7
Fig. 4 _hx X
21 3 7

Pe de alta parte, este usor de observat cd domeniul d este simplu si in raport
cu axa Ox. Intr-adevar D = { (x,y)| 0<y<l, —\/; <x< \/;} . Asadar avem

Y
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2 ey 2 | X ”
J;a[x ydxdyzj‘o(j_ﬁx ydxjdyzjo y-?_ . dy=
7
2 el 2y, 4
=3l =37 l=5p
2

5.5. SCHIMBAREA VARIABILELOR iN INTEGRALA DUBLA

Fie Q = ? un domeniu marginit care are arie, fie functia vectoriala
F : Q—0?, definitd prin F(u,v)z(x(u,v),y(u,v)), (u,v)eQ si fie D [ 2
imaginea directd a domeniului Q prin functia vectoriald F. Presupunem ca functia
F are urmatoarele proprietati:

(i) F este de clasa C ! pe Q.

(i) F:QQ —> D este bijectiva.

(iii) Transformarea F este o transformare regulata pe €, adica iacobianul sau
D(x, y)

D(u,v)

In aceste conditii rezulti ca D=F (f_l) este la randul sdu un domeniu

detJF(u,v)z (u,v);tO,V (u,v)eQ.

compact §i ca iacobianul transformarii F pastreaza semn constant pe 2. O astfel de
functie vectoriald se mai numeste si schimbare de coordonate sau schimbare de
variabile.

Observatia 5.5.1. O schimbare de variabile transformd o curbd neteda pe
portiuni din domeniul Q, intr-o curbd netedd pe portiuni din domeniul D. Fie

7 <Q o curbd neteda si fie p(r) = (u(?), (7)), t €[a,b] o reprezentare parametrica
a sa. Dacd notim cu C=F(y), atunci r(f) =(x(u(t),v(t)), y(u@).0)), telab]

este o reprezentare parametricad a curbei C — D. Tinand seama de formulele de
calcul pentru derivatele partiale ale functiilor compuse obtinem:

dx ox ’ ox /
=2 [HO.VO] 1 @)+ = [u@). VO] V()
dy oy 4 W
=== [ O] 1 O+ u0). 0]V (@)

Dacéd presupunem, prin absurd cd C nu este neteda, rezultd cd exista

o A, dx . dy )
to € (a,b) astfel incat E[u (to),v(to)] =0 si E[u(to),v(to)] =0, deci
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()
Dl u(to).v{t0) ] (10)+ ) (1) ] (1) =0

Cum prin ipoteza (u'(to))2+(v'(t0))2 >0, rezulta ca sistemul (1) admite
solutie nebanala. Asadar, avem:
ox Ox
D X,y a—[M(l()),V(to):I a—I:M(to),V(fo):I
L) 1), = | v 0,

a a
Zlu(w)v(0)] 2ult)v(0)]

ceea ce contrazice faptul cad F este o transformare regulata.

Observatia 5.5.2. Printr-o schimbare de variabile, orice punct de pe
frontiera domeniului D, corespunde unui punct de pe frontiera domeniului Q si
reciproc. Cu alte cuvinte F(frQ)=1rD.

Intr-adevir, sd presupunem ci (xg, o) € fr D si ci existd (u,vp) € Q astfel
inct xo =x(ug,vo), ¥o =y (uo,vo). Cum transformarea F este regulatd in punctul
(up,vp), din teorema de inversiune locala rezulta cd (xp,y,) este un punct interior

domeniului D, ceea ce este absurd.

In cele ce urmeazi prezentim notiunea de modul de continuitate al unei
functii si principalele sale proprietdti, care vor interveni in demonstratia teoremei
schimbarii de variabile.

Definitia 5.5.1. Fie f:Acl 250, unde A este o multime oarecare si fie
0> 0 oarecare. Vom nota cu
a)(5,f)=sup{|f(M')—f(M")|; M . M"e A, dist(M',M")< 5}.

Se observa imediat ca daca 0< o <, atunci a)(é‘l,f) < w(52,f) .

Observatia 5.5.3. O functie f: 4 —[] este uniform continud pe 4, daca si
n i a li =0.
umai daca }13}) (8,1)=0
6>0
Intr-adevir, prin ipoteza, pentru V &> 0, 3 7. >0 cu proprietatea ¢ pentru

orice M',M"eA cu dist(M',M")<n, avem |f(M')—f(M")| <é&. Rezultd ca

daci 0<&<p., atunci (9, f)<e, deci }?irr}) w(6,/)=0. Demonstratia
550

afirmatiei reciproce este asemanatoare.
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Observatia 5.5.4. Dacd A este convexa, atunci pentru orice o;>0, 5, >0

avem a)(61+ 52,_/’) < a)(é'l,f) + a)(52,f) . In particular, rezulti

a)(mé',f)s, Y mel”.

Intr-adevar, fie M',M" € A cu dist(M',M")< 5;+5, si fie

0

2 M'+ 51

51 + 52 61 + 52
M' si M",deci M € A, deoarece A este convexa. In continuare avem:

M= M" . Evident M apartine segmentului de dreapta de capete

r_ 51 Y L . " 52 YL .
M-M _—5I+52(M M") si M M_51+§2(M M'), deci
1 ! 4 o " ' o
dist(M,M")=|M -M|= §1+1§2 1% —M||<51+1§2 (81+68,) =6
. " " 5 " 1 5
dist(M,M")=||M - M"| = 51+252 | —M||<61+252 (81+8,)=5,.

Asadar, 3 M e A astfel inct dist(M,M')< &, dist(M,M")<3,.
Pentru orice M',M" € A cu dist(M',M") < 5+, avem
() () <[ ()~ (1) (00 £ () | < 0511 ) (3.,
deci a)(51+62,f)Sa)(51,f)+a)(§2,f).
Fie F:Q— D, F(u,v)=(x(u,v),y(u,)), (u,v)e Q o schimbare de varia-
bile. Notam cu

B ox | ox ). ﬁyj' ( ay)}
a)(h)—max{a)(h, auj, co(h, 6\/)’ a)(h, 5 )@ h, 5[

0 . .. 0 .
unde, de exemplu, a)(h,a—xj este modulul de continuitate al functiei a_x pe multi-
u u

mea Q, calculat in punctul 4, deci
ox
a)(h,aj = sup{ ”

Deoarece x,y e c! (§_2) , rezulta ca }llin}) w(h)=0.
—

M M"eQ, dist(M',M") < h}

Lema 5.5.1. Fie F:Q— D, F(u,v)= (x(u,v),y(u,v)), (u,v)e Q o schim-
bare de variabile, fie A=(a,a+h)x(b,b+h)cQ si fie P=F(A)c D imaginea
directa a patratului A prin transformarea F. Atunci

D(x’y)(a,b)

ariaA+¢(h)  unde |p(h)| < Kh*w(h),
D(u,v)

ariaP =
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K fiind o constantd independentd de h si de punctul A(a,b).

Demonstratie.
VoA y A
H
bth |- L
b
A B
10) a ath o o x
Fig. 1 Fig. 2

Fie c=x(a,b) si d=y(a,b). Din Teorema Lagrange rezultd cd existi doud
puncte (£,7), (£.7') pe segmentul de dreaptd deschis de capete (a,b) si (u,v)
astfel incat:

x(u,v)=c (§ 7)(u— a)+ (f n)(v->b)

+%(f§',f7’)(u—a)+5(f§',f7')(v—b)

(2)
y(uav) =

Daca notam cu

a=(a—x(§,n)—@(a,b)j<u_a>+( (En)- (ab)j(v b) si
p- (ﬁy(g )——(a,b))(u—a)+( (&)~ (ab)j(v ), atunci

x(u,v) = c+@(a b)(u- a)+a (a,b)v=b)+a

ou ov

)
y(u,v)= d+2—z(a,b)(u—a)+5(a,b)(v—b)+ﬂ

In continuare consideram transformarea afina

)Ac(u,v)=c+2—z(a,b)(u—a)+%(a,b)(v—b) "

P (a.b)(v—b)

y( ) d+a—y(ab)(u a)+a

ou
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Fie F:Q — D functia vectoriala F(u,v)= (x(,v),3(u,)), (u,v) € Q si fie

P=F(A) imaginea directi a pitratului A prin transformarea afind F . Tinand
seama de coordonatele varfurilor 4, B, H, L ale patratului A rezultd coordonatele

varfurilor patrulaterului P= ORST , anume

0=F(4)=(c,d)

o 3 ox oy )
R—F(B)—[c+6u (a,b)h, d+— (a,b)h

- 3 ox ox oy oy j
T—F(L)—(c+au (a,b)h+av(a,b)h, d+— (a,b)h+av(a,b)h

o B ox oy j
S—F(H)—(c+av(a,b)h, d+av(a,b)h

Se observa ca dreptele OR si ST sunt paralele si ca

2 2
||@||="S—T”=h\/ (g—fl(a,b)) +(%(a,b)) . Prin urmare, patrulaterul QRST este

un paralelogram. Aria sa este egald cu marimea produsului vectorial

i j k
ORx QS = Z—z(a,b)h g—i(a,b)h 0 |=
%(a,b)h %(a,b)h 0
:h2[g_i(a,b)%(a,b)_%(a,b)g_z(a,b)jé |
Asadar, avem:
aria P = %(a,b) h’ (5)

Mai retinem ca

05|17 () +( L] ®

Sa estimdm acum distanta de la un punct oarecare M (x, y) € P la punctul

corespunzator M()E,);) eP. Din (3) si (4) rezultad ca dist(M,M) :\/az +B% . Pe
de altd parte, tinand seama de proprietdtile modulului de continuitate, pentru

(u,v) € A obtinem

| ar(u,v)| < w(ﬁh,g—zjwrw(ﬁh,%jh <20(N2h)h < 20(21) h < 40 (h) h
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Absolut analog se arata ca | B(u,v) | <4w(h)h. Asadar, avem:

dist(1,01) <\320* (W2 <60(W) h=r %

Notam cu I" reuniunea tuturor discurilor de raza » care au centrul in punctul

N

M , cand M parcurge frontiera paralelogramului P . Aria multimii " este mai
mica decat suma ariilor celor patru cercuri de raza

r cu centrele in varfurile paralelogramului P, plus
aria celor patru dreptunghiuri de 1atime 27 cons-

truite pe laturile paralelogramului P . Rezulta ca
aria(I) < 4772 +4r (”QR” + ||§§||) .

Deoarece x,yeC 1(5_2), rezulta ca deriva-

tele lor partiale de ordinul I sunt marginite pe Q,
Fig. 3 deci ||@|| <Kih, @” < Kjh,unde K;>0 este o

constanta. Prin urmare avem:
aria(I') < 47360° (h) h? + 48w (h) h* K, < Kw(h) h* (8)

unde K este o constantd pozitiva independentd de 4 si de A(a,b).

Observam ca P\IS crl.

Intr-adevar, fie M, eP\P si fie (ul,vl)eZ

astfel 1incat M;=F(u;,»). Daci notim cu

Ml =ﬁ'(u1,v1), atunci Ml Ef) Sl diSt(Ml,M1)<l".

Cum M;¢ P , rezultd ca segmentul de dreapta
Fig. 4 M 1M intalneste frontiera lui P.

Fie ]\;12 € A;IIMI Nfr.P . Avem dist(MlA;lz) < dist(MlA;Il) <r,deci M,eT.
in continuare avem: P = P U (P \ 13) de unde rezulta ca:
aria P = aria P+ aria (P \ ]3) .

Cum aria(P\P) <ariaT , deducem ci exista @ (0,1) astfel incat aria(P) =
— aria(P) + 0-aria(T") . Din (5) si (8) obtinem

aria(P) = %(a,b) h*+0-Ko(h)h*.

in sfarsit, daca notam ¢(4) =6-Kw(h)h* atunci |(p(h) | <K-o(h)h* si

aria(P) = %(d,b) n+p(h).
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Cu aceasta lema este demonstrata.
Teorema 5.5.1. Fie F:Q—D, F(u,v)=(x(u,v),y(,v)), (u,v)eQ o

schimbare de variabile si fie f:D —[ o functie continud. Atunci

.”f(an’)dXdyZﬂfl:x(u,v),y(u,v)] D(x’y)(u,v) dudv.

D(u,v)

Demonstratie. Fie m € [1* un numir natural oarecare, fie h=2"si fie
familiile de drepte x =kh, y=1h, k,l €[] .

Notam cu S, reteaua de patrate determinata de aceste drepte si cu p,, parti-

]

tia domeniului Q determinata
de aceasta retea.
Fie A,; un patrat inte-

—

rior oarecare al retelei S, si

fie B, =F(A,;) imaginea

= directd a patratului A,,; prin
transformarea F. Din Lema
Fig.5 5.5.1 rezulta ca
. D(x, . .
aria(PB,;) = %(Mm,) aria(A,,;)+y (h)-aria(A,,;) unde |l//(h) | <Kw(h),

iar M,, este un punct din patratul A,;. Dacd notdm cu Q,,; =F(M,,)e B, si

tinem seama ca functiile f, x si y sunt continue i marginite rezulta
D(

>/ (Oui)aria(By) = £ [x (M), y(Mm,-)]‘#”i))(Mmiﬂ aria (A,,;)| <

<K'o(h) aria(A,;)=K'o(h)aria(Q).

Cum functiile f'si foF sunt continue, deci integrabile si }llin%) o(h) =0, din
%

Observatia 5.2.4 deducem ca

J[/ (Gey)dxdy = lim 3 f(Qy)aria(Fy) =
= lim Zf[x(Mmi)ﬂy(Mmi)]aria(Ami):

m—>00

D(x,y) (u,v)

:J;i[f[x(u,v),y(u,v)] D(u,v)

Cel mai utilizat tip de schimbare de variabile este trecerea la coordonate
polare:

dudv=.
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x=pcosé
p>0, 0<60<2rx 9)

y=psind
Daca notam cu A={(9,p)|0<9<2ﬂ,0<p<oo} ,cu
B=0 2\{(x,0),x20} si cu F(6,p)=(pcosb,psind), atunci F:4—> B este o

D(x,y)
D(p.0)

Fie 0<a < fB<2rx sifie ¢:[a,] >0 o functie continud . Notdm cu

transformare regulata (iacobianul siu Jx (p,0)= =p>0).

Qz{(é’,p)|a<¢9<ﬂ;0<p<¢)(0)} si cu D=F(Q), atunci F:Q—D este 0

schimbare de variabile. Dacd f :D—>[ este o functie continua, atunci din
Teorema 5.5.1 rezulta:

”f(x,y)dxdy = ”f(pcos@,psin@)pdpd@:
D Q

B( ¢ (0 , (10)
:Ia(.[o f(pcosH,psmH)pdpde

Deoarece multimea D\D (respectiv §_2\Q) este de arie zero, rezulta ca este
valabila si egalitatea

ﬂf(x,y)dxdy=Hf(pc050,psin0)pdpd«9 (11)
D Q

Exemplul 5.5.1. Sa se calculeze ” (x2 +y? )dx dy , unde
D

D:{(x,y)|x2+y2<a2, i<y<x\/§, x>0}.

V3

2

In acest caz

Q=F1(D) este drept-
(T

unghiul (6 3 )x(O,a) :

Intr-adevir, inlocuind in

inegalititile care defi-

nesc domeniul D pe x si

3 y cu pcos@ si psind

y‘l

a

=y

Dy

z
6

rezulta:
Fig. 7 Fig. 8

5 cosf

Q={(0,p)|p2<a "5 <sinl9<x/§cosl9}=
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T

:{(0,p)|0<p<a; %<tg9<\/§}:(%,§)x(o,a)
Asadar, avem

x2+y2 dxdy = p200526’+pzsin20 lodpdf =
JI¢
D Q

L

Exemplul 5.5.2. Sa se calculeze ﬂ\/xz +y?* dxdy , unde
D

4
a 3 _ﬂ-a
foP dp)d‘g‘ 24

D:{(x,y)|x2+y2<2ax, y>0}.

Observam ca ecuatia x*+ y2 —2ax=0
este ecuatia cercului cu centrul in
Punctul (a, 0) si de raza r = a.
Inlocuind x si y cu pcos@ si psiné
Fig. 9 Fig. 10 in inegalitatile ce definesc D obtinem

Q={(6’,p)|p2<2apcos0, psin0>0}={(0,p)| 0< p<acosb, O<0<%

J.J‘\/xz er2 dxdy = Jg/z (Igcosgpzdp) do
D

3 3
:%IZ/Z(I—sinz G)COSHdQ:%

3
a 7[/2 3 _
?.[0 cos” 0do =

Exemplul 5.5.3. Sa se calculeze ”( y—x+2)dxdy , unde
D

2 .2 2 2

X .X . - .

D= { (x,y) |—2 + y_2 <1 } . Ecuatia —+ 21 este ecuatia unei elipse de semiaxe
a a

272
a si b. In acest caz se folosesc

coordonate polare genera-
lizate si anume

x=apcos@
y=bpsind

yll pll

O0<p<lsiO<@<2r.
JTacobianul transformarii este
Fig. 11 Fig. 12 abp.
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[[(r-x+2)axdy={" (I;(bpsinﬁ—apcosﬁvLZ)abp)dpd0 -
D

1

1
3
OdH—azb.[s”cosH-%

1
2

27rp
0d9+2ab-j0 =

d@ =2rab.
0

3
2
= aszoﬁsin 9-%

5.6. APLICATII ALE INTEGRALEI DUBLE iN GEOMETRIE
SI MECANICA

O prima aplicatie a integralei duble in geometric a fost evidentiatd in

proprietatile integralei duble i anume: aria D = ”l-dxdy ,unde Dc[]?, este un
D

domeniu marginit care are arie.
Fie f:D—0 o functie integrabila, fie p:Dy,D,,...,D, o partitie a
domeniului D si fie (&,7,) € D; un punct arbitrar. Reamintim ca:

n

I=Hf(x,y)dxdy: lim Zf(é:iani)ariaDi )
D

lel=0 =
sensul exact fiind urmatorul:
Pentru orice ¢ > 0, exista o, >0 astfel incat, oricare ar fi partitia p a
domeniului D, cu ||p||<5€ si oricare ar fi punctele intermediare (&,7;)e D;,

avem:

n

Zf(fiaﬂi)ariaD,- -I|<e.

i=1

5.6.1. Masa unei placi plane
Prin placd pland intelegem o placd avand forma unui domeniu marginit

D2, care are arie. Placa este considerata in general neomogend, densitatea sa

y 4 fiind data de functia continud f:D—0 ..
Fie p:D,D,,...,D, o partitie oarecare a
domeniului D si fie (&,7;)eD; arbitrar.
Masa placii D; se aproximeaza cu produsul

f(&,m;)-ariaD;. Aproximarea este cu atat

v

mai bund cu cat norma partitiei p este mai
micd. Prin urmare avem:

Fig. 1 n
8 masa (D) sz(él-,nI-)aria D; simai departe:

i=1
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masa(D)—‘hHm Zf &.m;)aria D; = Hf x,y)dxdy.

5.6.2. Coordonatele centrului de greutate al unei placi plane
Fie D o placa neomogeni de densitatile f:D—>[ | si fie (xg,yg) coordo-
natele centrului sau de greutate G. Consideram ca mai Inainte o partitie p:
p:Dy,D,,...,D, siniste puncte arbitrare (f,-,ni) € D;. Masa placii D; se aproxi-
meaza cu produsul f (g‘,-,n,-)-aria D;. Daca vom considera masa placii D; concen-
tratd intr-un singur punct si anume in punctul (f,-,ry,-) , atunci coordonatele centrului

de greutate vor fi:
n

Z%Zl §1a771 arlaD Z 51,77, arlaD
~ 1
Y6 = ’ Y6 =

Zf("fi»ni)ariaDi Zf(é’i,ni aria D,
i=1 i=1
Presupunénd ca f este continud pe D, la limita obtinem:

S & £(&p)aria D, JI x f (x,y)dxdy

i=1

H hHmO 2 jj f(xy)dxd
Pl : X, y)dxdy
Zf(é:iani)arlaDi D

XG =

S f (o )aria D, Hyf(x y)ddy
ye = lim =L .
lo—0 Zf(é,ni)ariaD ” f X,y dxdy
i=1

In cazul particular al unei placi omogene ( f(x,y)=x, V (x,y) € D) rezulti:

J-J xdxdy
xg=b
” dxdy
D
_U ydxdy

_D
” dxdy
D

Exemplul 5.6.1. Sa se afle coordonatele centrului de greutate al unei placi
plane omogene care are forma domeniului
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Dz{(x,y)eD Z‘OSxS%; OSyScosx}.
Avem
JJ vy =[x -
D
=J-;T/2cosxdx=1
Fig. 2 I'[XdXdy:jZ/z(Izosxxdy)dx
. D
:j:/zxcosxdx =

z/ z/2

0

JD_[ydxdy = I;T/z(j(:osxydy)dx = % IZ/Zcosz xdx = %J‘(;T/z(l +c0s2x)dx =% .

=xsinx

2 /2 . /A
—.[0 sinxdx :E+cosx

T
=—-1.
0 2

Asadar, avem

T
=21

XG >

_7Z'

Yo = 3

5.6.3. Momentul de inertie al unei placi plane

Se stie cd momentul de inertie al unui punct material in raport cu o anumita
axd este egal cu produsul dintre masa punctului si patratul distantei de la punct la
axa. In cazul unui sistem de puncte materiale, momentul de inertie in raport cu o
axd este suma momentelor de inertie ale punctelor materiale care formeaza
sistemul.

Fie D o placé plana de densitate continua f :D [ +, fie p:D,D,,...,D,
o partitie oarecare a sa si fie (&,7,) € D; oarecare. Aproximim ca si mai inainte
masa placii D; cu produsul f(&,n;)-aria(D;) si considerim aceasti masi
concentratd in punctul (&,7;,). Momentul de inertie al acestui sistem de puncte

n
materiale in raport cu axa Oy va fi egal cu suma: z fl-z f(&,m;)-aria(D;).
i=1
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Daca nrma partitiei p este micd, aceastd sumd poate fi consideratd ca o
valoare aproximativa a momentului de inertie 7, al placii plane D 1n raport cu axa

Oy. La limita avem:

zf f(‘fwﬂl) arla ”x f X y)dxdy

in mod analog momentul de inertie n raport cu axa Ox este

1, =”y2f(x,y)dxdy.
D

= HpH -0

Daci placa plana este omogend de densitate f(x,y)=1,V (x,y) atunci
Iy=[[x*axdy, I.=|[y"dxdy.
D D

De asemenea, se poate calcula momentul de inertie al placii D in raport cu
originea O(0,0). Obtinem formulele

Iy =J‘J‘ (x2 +y2)f(x,y)dxdy respectiv [ =” (x2 +y2)dxdy.
D D

Exemplul 5.6.2. Sia se afle momentul de inertie in raport cu axa Oy
(respectiv in raport cu originea) a placii plane omogene D de densitate 1, unde:

D={(x,y)|[x*+y*<r% x20, y20}. Avem
4
Iy :”xz dXdyZIZ/z(I(:choszQ'Pdp)d9=% Ig/zcoszﬁdez

/ ~ 4
Sj (1+c0s20)d6 = 16

4

Iy =ﬂ(x2 +y2)dxdyzjg/2(jorp2 .pdp) L’)[/z r_d¢9— i
D

5.7. FORMULA LUI GREEN
Formula lui Green face legatura intre integrala dubla si integrala curbilinie

de speta a doua.

Fie D 1 ? un domeniu mirginit a carui frontiera C este o curb neteda pe
portiuni si constd dintr-o reuniune finita de curbe simple inchise. Fie P, Q: D — [
< .. . . . ... 0P 00 . . =

doua functii continue cu proprietatea ca exista % s1 B s1 sunt continue pe D.

)y X

Cu aceste precizari formula lui Green este urmatoarea:
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00 oP

ﬂ =_ = dxdy:([ﬁde+Qdy (1)
> ox Oy c

In aceasta formula orientarea curbei C (sensul de parcurgere al curbei C) este
aleasa astfel incat domeniul D sa ramana la stanga.

/

Fig. 1 Fig. 2

In figura 1 am exemplificat orientarea curbei C = frD pentru domeniul a
carui frontierd constd dintr-o singurd curba inchisa, iar in figura 2 pentru un
domeniu a carui frontiera consta intr-o reuniune finitd de mai multe curbe inchise.

Definitia 5.7.1 Prin domeniu elementar de tip Green (G — domeniu
elementar) vom intelege oricare din cele cinci domenii reprezentate in figura 3.

Fig. 3

Lema 5.7.1 Formula lui Green este verificata pentru orice G-domeniu
elementar.

Demonstratie.
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Pentru inceput consideram un
. domeniu A a carui frontierda este un

A
7 dreptunghi cu laturile paralele cu axele
d de coordonate:
Az{(x,y), a<x<b,c<y<d}.
Putem considera urmatoarele
reprezentari parametrice pentru laturile
¢ dreptunghiului:
0 ;x f:x:t,yzc,te[a,b]
BC:x=b,y=t, telc,d]
Fig. 4 R:le,yzd,le[a,b]
E:xza,yzt, teled].
Avem:
o0 _pd{ v 00 B d( b) _d d
IAJ —dvdy=| [ j@dx]dy = [(o(ey)],)ax=["0(b.y)dy-[ 0(ay)dy (2)

Tindnd seama de modul de calcul al integralei curbilinii de speta a doua
rezulta:

iQ(xvy)dJ’=iQ(x,y)dy=0

N CI‘; d (3)
fQ(x’Y)dyzjcQ(b,f)dt si IQ(x,y)dy=LQ(a,t)dt
5C )
Din (2) si (3) deducem

0 -
”a_gdxdyziQderiQderiQderiQdy: [ﬁ Ody (4)
A BC cD DA 4B FrA

In mod analog avem

A gracar= [ [ 5 oo oo

alJe ay
= —LZ:P(x,d)dx+ IZP(x,c) dx 5)
[ Pdx= [ Pdx=0
B ©)
I P(x,y)dxszP(t,c)dt; J P(x,y)dxzjiiP(t,d)dt
5 e ‘

Din (5) si (6) deducem:
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—jj—dx— J Pdx+ j Pdx+ I Pdx+ j Pdx= Dj Pdx (7
AB BC CD DA FraA
Adunand formulele (4) si (7) obtinem formula lui Green.

Sa consideram acum un domeniu G-elementar ca cel din figura 5. Mai
precis, un astfel de domeniu se defineste astfel:

Fie f: [a, b] = [c, d] o functie continua, strict crescatoare si surjectiva.
Az{(x,y); a<x<b, c<y<f(x)}.
Avem

_H—dxd =-— [If(x)ap jdx=—IjP(x,f(x))dx+jjP(x,c)dx (8)

Considerand urmaétoarele reprezentdri parametrice ale arcului UE si ale
segmentelor AB si BE :

e AE :x=t, y=f(t), t€[a,b]
e AB:x=t, y=c, telab]
f BE:x=b, y=1, tele,d]
deducem
A
c B [ P(x.y)dx= j(um)
> UE
0 a X b X b
_[ P(x,y)dt= _[a P(t,c)dt
Fig. 5 4B 9)
I P(x,y)dx=0
BC
Din (8) si (9) rezulta:
{[ W@ ij+JPﬁ+jﬂh—mPﬁ (10)
4B BC E4 Fra

Pe de alta parte avem:

(152~ [ I}, o= (00, -

= [ 0(b.y)ay-["oLs ).y ay (1)

De data aceasta, considerand pentru arcul UE reprezentarea parametrica:
UE : x :f_l(t), y=t, te [c,d] , deducem

[ 0(ey)dy=[*olr0.c]d (12)
UE
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Pentru segmentele AB si BE avem:

[0(xy)dy=0 si [ O(x.y)dy=["Q(b.t)ar (13)
AB BE
Din (11), (12) si (13) rezulta:

a <
[ Zacdy= [ 0dy+ [ 0dv+ | 0dv=f0dy (14)
A AB BE E4 Fra

Adunand formulele (10) si (14) obtinem formula lui Green pentru domeniul
considerat in figura 5.

Este evident ca demonstratiile formulei lui Green pentru celelalte domenii
G-elementare din figura 3 sunt absolut analoage.

. 2 . - .. - . . “
Teorema 5.7.1. Fie D — [~ un domeniu marginit a cdarui frontierd este
netedda pe portiuni si consta dintr-o reuniune finitd de curbe simple inchise.
Presupunem in plus ca domeniul D este o reuniune finita de G-domenii elementare

oP 00

care nu au puncte interioare comune. Daca P, Q, 7 ax sunt continue pe D,
y  Ox

atunci are loc formula lui Green:

jj(a—Q—a—dexdyz [T]deJery.

HLOx Oy FrD

Demonstratie.

— m. _ —
Sa presupunem cd D= U D, unde D, este un G-domeniu elementar,
k=1
YV k= 1,m. (Vezi Fig. 6).
Tinand seama de Lema 5.7.1 rezulta

”(@_G_Pdedyz i H(a_Q_a_dexdy :i ; Pdx+Qdy (15)
0 X 'y -1 p Ox
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ye Frontiera domeniului D se
compune din curbele C; si C, .
Reuniunea frontierelor domeniilor
Dy,...,D,, se compune din curbele
C, si C; si un numar finit de
segmente de dreaptd incluse in D
paralele cu axele de coordonate.
Fiecare asemenea segment de
dreapta face parte din frontierele a
doua G-domenii elementare vecine.

De exemplu AB face parte din
frontierele domeniilor D; si D, . Sa
observam cd integralele curbilinii
din membrul drept al egalitatii (15) calculatd pe segmentele interioare dispar,
deoarece orice astfel de segment este parcurs de doud ori in sensuri opuse. De
exemplu:

G=J+l+] s §-T+f+]+]

o

Fig. 6

FrtDr 4B BG G4 FtDy  FB B4 4AE EF
- «— “—
Contributia segmentului 4B in suma m + m este j + I =0.
FrDy FrD; AB BA

Asadar rezulta
m < “«
Y | Pax+Qdy= [[] Pdx+Qdy (16)
k=1 FrDy aUC,=FrD
Din (15) si (16) deducem:
jj(@—a—})jdxdy_ [ Pax+Qay .

FrD

Teorema 5.7.2. Formula lui Green este valabild pentru orice domeniu
poligonal.

Demonstratie. Deoarece orice domeniu poligonal este o reuniune finitd de
domenii triunghiulare este suficient sa demonstram teorema pentru domenii
triunghiulare. Fie A un domeniu triunghiular oarecare de frontiera ABC. Ducem din
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A o paralela la Oy, din C o
paralelda la Ox si notdm cu G
intersectia lor. De asemenea,
ducem prin B o paralela la Ox si
notdim cu FE intersectia sa cu
dreapta AF. Domeniul A este
reuniunea domeniilor A;, A, si
Az, unde A, are frontiera ABE, A,
are frontiera BEF iar A; are
frontiera AFC. Observam ca A
si A, sunt G-domenii elementare,
> in timp ce A; nu are aceasta
proprietate. Este clar insd, ca A;
se poate reprezenta ca diferenta
a doud G-domenii elementare.
intr-adevér, daca notam cu A4 domeniul de frontierda AGC si cu As domeniul
de frontiera FGC, atunci A4 si As sunt G-domenii elementare si A; = A4\ As.
Tinand seama de Lema 5.7.1 rezulta:

(22 Lo - [ of (] L+ (] ]+

Fig. 7

Ay As 4G GC cA \4AG GC CF) AF
= [ﬁ Pdx+Qdy .
FrAs

Asadar, formula lui Green este variabila si pe Az, deci este variabila pe A.

Observatia 5.7.1 Se poate ardta ca formula lui Green este variabild pentru
orice domeniu a carui frontiera este o curba simpla, inchisa, neteda pe portiuni.

Intr-adevir, se poate arita ci exista un sir de linii poligonale C,, inscrise in
C = frD, astfel incat

lim dex+Qdy Ide+Qdy

n—>0

Daca notam cu D, domeniul méarginit care are frontiera C,, atunci

lin ﬂ(aQ 5de dy H(a_g_é_}jdxdy‘

Din Teorema 5.7.2 rezultd cd formula lui Green este valabild pe D,, pentru orice

nell™. Prin trecere la limitd, va rezulta ci formula lui Green este valabild si
pentru domeniul D.
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&
Exemplul 5.7.1. Si se calculeze Uj (xy—y) dx+(xy+x)dy unde
FrD

Daca notdm cu P(x,y) =xy—y sicu
Q(x, y) =xy+x, atunci, din formula lui

Green rezulta ca
«—

Uj (xy—y) dx+(xy+x)dy =
FrD

= ”(2+y—x)dxdy.

n

Fig. 8

Fiind vorba de un domeniu elipsoidal vom folosi coordonate polare genera-
lizate si anume

{xzapcos&

0<l0,27], pefo,1].
= bpsind e[0.27], pelo.1]

In continuare avem

[[(2+y-x)drdy =I;(I;”(Z+bpsin9—apcosl9)abpd0 dp=
D

=2ab |, pdp|,"d6=2rab.

Observatia 5.7.2 Daca D clJ 2 este un domeniu care are arie si pentru care

1 <
e valabila formula lui Green, atunci aria(D) = 0 Dj xdy—ydx.
FrD
Intr-adevir, dacd notam cu P(x,y)= —% sicu Q(x,y)= % , atunci
oQ oP 1 1
6_8_5 :5+§ =1. Pe de altd parte stim cad ariaD = I[! ldxdy . Aplicand acum

formula lui Green rezulta:

< 1 <~
aria D= [ﬁ Pdx+Qdy=— m xdy—ydx.
2
FrD FrD

2 2
Exemplul 5.7.2 sa se calculeze aria domeniului elipsoidal D: x_2+y_ <I.
a

b2
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1 <~
Conform Observatiei 5.7.2, avem: aria(D) = 5 []j xdy—ydx.
FrD

Fie x=acost, y=bsint, t € [0,27] o reprezentare parametrica a elipsei

2 2

X a .

—+ y_2 =1. In continuare avem:

a
&

2 .

Eﬁ xdy—ydx= jo (acost-bcost+bs1nt-acost)dt =2rab,
FrD

de unde rezultd ca aria D = zab .

Observatia 5.7.3 Se poate ardta ca teorema 5.7.1 raméne valabila si intr-o

ipoteza mai slaba referitoare la functiile P si O si anume P si Q sunt continue pe D

. _oP .00 . D
iar — i — sunt continue si marginite pe D.

oy ox

5.8. INTEGRALE DUBLE GENERALIZATE

In acest paragraf introducem notiunea de integrald dubld generalizata, care
acopera atat cazul cand domeniul este nemarginit, cat si cazul cand functia este
nemarginita.

Fie D=2 un domeniu marginit sau nu si fie f: D — P, marginita sau nu.
Vom presupune ca f este integrabila pe orice submultime a lui D care are arie.

Definitia 5.8.1 Spunem ca ” f(x,y)dxdy este convergentd, daca pentru
D

orice sir de domenii mdrginite, care au arie, {Dn} cu proprietdtile:
(i) DijcDyc...cD, c...

(i) D,cD,,, ¥ nel*
(i) D, =D
n=1

n—0

exista lim Hf(x,y) dxdy e finita si nu depinde de alegerea sirului {D,,} .
D,

In cazul cand limita nu exista, sau e infiniti, spunem c _U f(x,y)dxdy este
D
divergenta.
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Teorema 5.8.1. Dacd f(x,y)>0,V (x,y)e D, atunci ”f(x,y)dxdy este
D

convergentd dacd si numai dacd existd cel putin un sir {D,} de domenii mdrginite,
care au arie, cu proprietdile (1)-(iii), pentru care sirul {a,}, unde

a, = _Uf(x,y)dxdy, este marginit.
D

n

Demonstratie. Necesitatea este evidenta
Suficienta. Fie {D,,} un sir de domenii marginite care au arie cu proprie-
tatile (1)-(iii) si fie a, = ” f(x,y)dxdy . Din (i) si din faptul ca /> 0 pe D, rezultd
Dy
ca {an} este monoton crescator. Cum prin ipoteza {an} este marginit, rezultd ca

{a,} este convergent. Fie /= lima,. Rimane si aratim ca [=lima, este
n—>0 n—»00

independentd de alegerea sirului {D,} .
Fie {D,;} un alt sir de domenii marginite care au arie, cu proprietatile (i)-(iii)

si fie a;lzﬂf(x,y)dxdy,neﬂ*.
o

g
Sd observim cd V nell * existda mell ™ astfel incat
5;1 cD, (1)
Intr-adevir, in caz contrar, existd un punct M, € 5;1 astfel incat My ¢ Dy,
V kell™. Obtinem astfel un sir de elemente {M;} din 5;1 . Cum 5,'1 este
marginitd si Inchisa, rezulta ca acest sir contine un subsir {M km} convergent. Daca
_ ©
notaim cu M = lim M, , atunci M € D,cD= UDn . Fie n; €™ astfel incat

m—>»o0
n=1

M e D, . Cum D, este deschisd, deducem ca existd o vecinatate V" a punctului M

astfel incat V' < D, . Pe de alta parte, deoarece My — M , rezultd ca existd un rang

kjel”™ astfel incat M, eV ,V k>k. In particular, rezultd ca M, €V Dy,
ceea ce contrazice modul de alegere a punctelor M), . Asadar, am demonstrat inclu-
ziunea (1). Din (1) rezulta ca

a,<a,<I (2)

Cum {a}} este crescitor, deducem cd {a),} este convergentsi /' = lima), <1 .
n—>®0

Inversand rolul sirurilor {D,} si {D,} rezultica I <I',deci [=1I".
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Exemplul 5.8.1. Sa se studieze convergenta integralei generalizate

2 .2
J‘J.efx “dxdy, unde D=[7. Observim ci este o integrald generalizatd in care

. . .. _x2_,2
domeniul D este nemdrginit. Deoarece f(x,y)=e ™ > 20, V (x, y) el? ,
rezultd ca este suficient sd gasim un sir de domenii marginite, care au arie {D,,} ,

pentru care sirul cu termenul general a,, = H f (x, y) dxdy este marginit.
Dy,

Alegem D, ={(x,y)eD 2 X2+t <n2} ,nel”
Este evident ca {Dn} are proprietatile (i)-(iii). Pe de alta parte,

a, = ”e‘xz‘yzdxdy = joz”(j: e_pzpdp) = 7[(1 - e_”z) —>TT.
D

2_.2
Rezultd ca integrala este convergenta si ” e’ Vdxdy=rm.
D

Pe de alti parte fie D), = {(x,y) el Ixl<n, |y< n} . Sirul {D},} este un sir

de patrate pline, care indeplineste conditiile (i)-(iii), rezulta ca

w=[[e " axdy= tim ["([" ¢ de)ay =
D

n—>0

n 2 n 2 2 © 2 2
= tim (e e[ e ) = im (] o) ([ e
nl—I;Ic}o I_ne dx j_e dy nl_r)lgo I_ne dx j_ooe dx
(S-a folosit faptul ca Jjo e_x dx este convergenta).

2
Am calculat astfel integrala lui Poisson si anume J-Oo e dx=Ar.
—0

Exemplul 5.8.2. Sa se studieze convergenta integralei generalizate

H dxdya/z , a> 0, unde D:{(x,y)eD 2, x2+y2<a2}.

x+y

: 1 . .
Observam ca functia f(x,y)= ———77 hu este definitd in O(0,0) i nu
(x? +?
este marginita pe D.

Fie Dn=D\B(O; ij {(x y); L<x +y*<a } Este clar cd {D,} este

un sir de domenii marginite, care are arie si care indeplineste conditiile (i)-(iii), iar f
este continua pe D, , deci integrabild pe D,, . In continuare avem:
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dxd 27( pa 2
Il = I (T e -]

dxd 2z-a*”
Observam ca dacd a < 2, atunci existd lim H xdy _<md

ot 27 9
n—> ( +y )0‘/ 2—«a
. . dxd 2 _
Asadar, dacd o < 2. integrala este convergenta si ” 7 ate.
2, 2\4? 2-a
D\x"+y )
dxd
Daca o> 2, atunci lim _U Lzz
n—»m ( 2+ 2)‘1/
y
dxdy 2t ca dp [ 1}
Pentru =2, avem || ———==| db =2z —lIn- |——».
IIX b [y ao ], 2 e |

este divergenta.

Rezulta ca ” 5

)C+y

. . . dxd
Exemplul 5.8.3. Sa se studieze convergenta integralei _UL,
> ( 2 2)0!/2

D\x"+y

unde

D= {(x, y);xteyr>ata> 0} . Evident, domeniul D este nemirginit.

Daca notam cu D, = {(x »); a*<x*+ y < nz} , rezultd ca {Dn} satisface
conditiile (i)-(iii).
Pe de altd parte, procedand ca in exercitiul precedent deducem ca

dxd 2 d
e o) s o [ 2

Rezulta ca integrala este convergenta daca o> 2 si divergenta daca a < 2.

=27zllnn—Inal.

x+y

Teorema 5.8.2. Fie f, g: D — P., cu proprietatea OSf(x,y)Sg(x,y),
V (x,y)eD. Daca Hg(x,y)dxdy este convergentd, atunci §i Hf(x,y)dxdy
D D

este convergenta.
Afirmatia rezulta imediat din Teorema 5.8.1 si din inegalitatea

a, = Uf(x,y)dxdyz Hg(x,y)dxdy:b,,, v n.
D, D,
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Definitia 5.8.2 Fie f:[ 2 50, integrabild pe orice bild inchisi B,, cu

centrul in origine §i de raza R. Daca exista lim ” S (x,y)dxdy si e finitd, atunci,
n—»o0

aceasta limita se numeste valoarea principala in sensul lui Cauchy a integralei
generalizate Hf(x,y)dxdy.
D

Se foloseste notatia:
V.p. ﬂf(x,y)dxdy = rll_r)lgo H f(x,y)dxdy.
2 2

x“+y°<r

Exemplul 5.84. Vp. “ x-h(x2 + yz)dxdy =0, oricare ar fi & o functie
2
continud pe [J 2 Intr-adevar,
X . 2z r
lim ” x'h(x2 +y2)dxdy = rh_r)rolo .[0 cos&dﬁjopzlnpzdp =0.

r—>0
x2+y <r?

5.9. INTEGRALE TRIPLE

Dupa cum am vazut In acest capitol, trecerea de la integrala simpla la
integrala dubla, pe langd multe analogii, presupune si unele modificari de
substantd, atdt in planul conceptelor, cat si in cel al rationamentelor. Aceste
modificari 1si au originea in principal, in teoria multimilor plane masurabile (care
au arie). In contrast cu aceasti situatie, trecerea de la integrala dubli la integrala
tripld nu presupune nici un fel de complicatie. Pentru inceput se impune introdu-
cerea notiunii de volum. Din geometria elementard se stie cd volumul unui
paralelipiped dreptunghic este egal cu produsul lungimilor muchiilor sale. in
particular, daca T este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele de coordonate,

adica Tz[al,az]x[bl,bz]x[cl,q] , atunci

Vol(T) =(ay~a)(by ~by) (e —¢1) -

Definitia 5.9.1 Prin multime elementara in spatiu intelegem orice reuniune
finita de paralelipipede dreptunghice cu muchiile paralele cu axele de coordonate,
fara puncte interioare comune.

Volumul unei astfel de multime este prin definitie suma volumelor paraleli-
pipedelor care o compun. Mai precis, T este o multime elementara daca exista

_ )4 o o
T; =[al-l,al-z]x[bl-l,bl-z]x[cl-l,ciz], i=1,p astfel incat T=UT,- si T,(T; =Q pentru
i=1
i#]j.
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p p
Vol(T) " S Vol(T) = 3 (a —an ) (b = by ) (cin —ci ) -
i=1 i=1

In continuare notam cu T familia tuturor multimilor elementare din spatiu.

Definitia 5.9.2 Fie T un domeniu marginit din [ 3. Se numeste volumul
interior al lui T urmatorul numar:

Ve=sup{Vol(T"); T'cT, T'eT }
(in cazul cand nu exista 7" e T astfel incat 7" < T', vom defini ¥, =0).
In mod analog, definim volumul exterior astfel:
V*=inf {Vol(T"); T">T, T"eT |
Este evidentca V, <V".

Spunem ci domeniul 7 este misurabil (are volum) dacd V, =V* =V .Daca T

are volum, atunci prin definitie Vol(T) =V =V, =V".

Observatia 5.9.1 Orice multime elementard in spatiu are volum in sensul
definitiei 5.9.2 si acesta coincide cu cel din Definitia 5.9.1.

Teorema 5.9.1. Fie Dc0? un domeniu marginit care are arie §i fie

f: D1 + 0 functie continud. Daca notam cu
T= {(x,y,z) el 3;(x,y) 65, 0<z< f(x,y)}
atunci T are volum si Vol(T) = ”f(x,y) dxdy.
D

Demonstratie.

Din punct de vedere geometric domeniul 7 este un corp cilindric marginit
inferior de domeniul D, lateral de suprafata cilindricd, care are generatoarele
paralele cu axa Oz si curba directoare fr(D), iar superior de graficul functiei

z=f(x,y), (x,y)elS.
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z4 z=f(xy) Consideram in planul xOy o retea

Sy de pas h=27%, formati de dreptele
x=ph, y=Ilh, p,lell . Fie I, familia
tuturor patratelor (pline) A, ale retelei S

incluse in D si fie P, reuniunea acestor

patrate. Conform Observatiei 5.2.3 avem
aria D =sup aria P, = lim aria F, )
k k—0

=YV

X D

Fig. 1 Fie m;, (respectiv M,) margi-

nea inferioard (respectiv superioard) a

functiei f pe domeniul D, si fie s; = Z my aria Dy, . Tindnd seama de (1) si de
Dypely

faptul ci f este integrabila pe D rezulti cd klim Sp = ” f(x,y)dxdy .
—
D

Fie J, familia tuturor patratelor D,

™ care contin cel putin un punct din D si fie
O, reuniunea acestor patrate. Evident

B
A T

P, ¢ D c O, . Mai mult, se poate ardta ca

aria D =inf ariaQ;, = lim aria Q; (2)
k k—

- Daca notam cu S, = M, ariaD, , (cu
= k h h
| | Dpedy

precizarea ca dacd D, eJ;\I,, atunci
Fig.2 M, =sup {f(x,y); (x,y)e Dy, ﬂD} , atunci

Jim 5, =ijf(x,y)dxdy.

Fie T, paralelipipedul dreptunghic cu muchiile paralele cu axele de coordo-
nate de bazd A, si indltime my si fie T} =U {T};A; €I} . Este evident ca T} este o
multime elementard in spatiu, 7f = T si Vol(T})=s; .

Pe de alta parte, daca notam cu 7, paralelipipedul dreptunghic de baza A, si
indltime M), si cu Ty =U{T};A, €J;}, atunci T} este o multime elementard in
spatiu, T} O T'si Vol (T}) = S . In continuare avem:

0<V*~V, < Vol(T}) - Vol(T}) = Sy — s -

Cum lim §; —s;, =0, rezulta ca
k—0

Vi =V,.= Hf(x,y)dxdy.
D
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Observatia 5.9.2 Din Teorema 5.9.1 rezultd interpretarea geometrica a
integralei duble. Dacd f:D —[] , este continud, atunci H f(x,y)dxdy este
D

volumul corpului cilindric marginit inferior de D, lateral de suprafata cilindrica cu
generatoarele paralele cu Oz si curba directoare C =frD si superior de suprafata

z=f(xy), (x,y)e D (Vezi fig. 1).
Demonstratia urmatoarei teoreme este complet analoaga cu cazul domeniilor
plane.

Teorema 5.9.2. Un domeniu T <[> are volum dacd si numai dacd pentru
V &>0 exista doua multimi elementare in spatiu P, si Q. astfel incadt

P,cTcQ, si Vol(Q,)-Vol(P,)<¢.

Definitia 5.9.2 O multime Ac[° este de volum zero daci ¥ & >0, existd
o mulfime elementard in spafiu P, cu proprietatile: Ac P, si Vol(P,)<e.

Tinand seama de aceastd definitie, Teorema 5.9.2 se poate reformula astfel:

Teorema 5.9.3. Un domeniu marginit T <> are volum dacd si numai
daca frontiera sa este de arie zero.

Fie acum 7 c[1° un domeniu marginit si fie p:7;,75,...,7, o familie de
subdomenii cu proprietatile:

nr={J7
i=1

2) LNT; =2 daca i # j

3) T; are volum, V izl,_n.
O astfel de familie de subdomenii se numeste partitic a Iui 7. Se numeste norma
partitiei p cel mai mare diametru dintre diametrele domeniilor 7;, i =1,n. Asadar
||| = max {diam(7;), 1<i<n},unde

diam(]}) :sup{dist(M’,M”); M'.M"eT, }

Definitia 5.9.3 Fie T<U® un domeniu mdrginit care are volum, fie
f:T—> Pyifie p:11,T5,...,T, o partitie oarecare a lui T. Notam cu P, un punct
oarecare din subdomeniul T; si cu

5 (/:B)= 3/ (R)Vol(T).
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Spunem ca f este integrabila pe domeniul 7 daca existd un numar finit / cu
proprietatea cd V ¢ > 0, 3 J, >0 astfel incat oricare ar fi partitia p a lui 7 cu

|| p|| <0, sioricare ar fi punctele P, T, avem:
|0'p f,P —I|<6‘.
Numarul / se numeste integrala tripla a functiei f pe domeniul 7 si se
foloseste notatia: [ = Iﬂ f(x,y,z)dxdydz . De asemenea, vom scrie
T

jijf(x,y, dxdydz_mm Zf P)Vol(T;

sensul exact fiind cel din Definitia 5.9.3.

Proprietatile integralei triple sunt complet analoage cu proprietétile integralei
duble. In particular se poate arita ca orice functie continua este integrabila.

Definitia 5.9.4 Un domeniu T ] 3 se numeste simplu in raport cu axa Oz
dacd exista un domeniu DcU? care are arie si doud functii continue
@, v :D—1 cuproprietatea ¢(x,y)<y(x,y),V (x,y)e D astfel incat

T:{(x,y,z)eD 3; (o(x,y)<z<t//(x,y), V(x,y)eD}.
Din Teorema 5.9.1 rezulta ca un astfel de domeniu are volum si
Vol ”l// x,y)dxdy— ”(0 x,y)dxdy .

Teorema 5.9.4. Fie T[> un domeniu simplu in raport cu Oz si fie
f: T — P o functie continua. Atunci:

Jﬁf(x, v,z)dxdydz = II(I;ixyy))f(x, ¥,2) dz) dxdy .
T D

Exemplul 5.9.1. Sa se calculeze volumul tetraedrului 7 marginit de planele:
x=0,y=0,z=0six+2y+z—6=0. Proiectia tetraedrului 7" in planul xOy este

triunghiul (plin) D = { (x,5); 0<x<6;0<y<3 —%} iar T este urmatorul domeniu

simplu 1n raport cu Oz: Tz{(x,y,z); OSZ£6—x—2y,(x,y) GD} .
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z 4
€(0,0,3) Bl
: y
Q B(0.3,0)
A(6,0,0)
X
Fig. 3 Fig. 4
Evident

VoI(7) = [ avara: = ﬁ(f“y d= ) dedy = j[; (6-x- 2y)dy]dx_
=I06[(6y—xy—y2)‘(3)%jdx j[9 3x+—2jdx 0x_3% 45

2 12

6

:18.

Exemplul 5.9.2. Sé se calculeze J.”\lxz + y2 dxdy unde T este domeniul
T

marginit de suprafetelez=0,z=1, z =\/x2 +y° .

z4 Din punct de vedere geometric z2=x>+)°

reprezintd un con cu varful in origine. Observam ca
dacid notam cu D discul x*+ y* <1, atunci

Tz{(x,y,z); \lx2+y2 <z<l, (x,y)eD}.

Avem

mmdxdydhﬂm(jjﬁ dz):
—”(m 32+ %)) dudy =

2 T
=] a0 [\(p=p?)pdp==

In continuare prezentdm teorema schimbérii de
variabile n integrala tripla.
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Teorema 5.9.5. Fie Q si T doud domenii din U° si fie F: Q->T o functie
vectoriald surjectivd, definitd prin F (u,v,w) = (x(u,v, w), y(u,v,w), z(u,v, w))
v (u,v,w)e Q.

Presupunem ca FeC ! (f_Z) , F:Q—>T este bijectivdi si ca iacobianul
D _
M #0 pe Q. Daca f:T — [ este o functie continud, atunci
D (u,v,w) |

I”f(x,y,z)dxdydz =

T

D(x,,z)
D (u,v,w)

A Cea mai utilizatd schimbare de varia-
2 bile In spatiu este trecerea la coordonate

(w,v,w)|dudvdw.

= J11 £ D), (v ), 2 2t )]

M(x,3,2) polare.
x=psinfcosp 0<p<oo

y=psinfsing 0<f<rx

P z=pcosf O<p<2rx

—=l . . .. -
Semnificatia notatiilor este prezentata

P in figura 6.
Tacobianul transformarii este

D(x, y,Z) B
D(p,0,9)
sinfcosep  sinfsing  cosé

X
Fie. 6 pcosfcosp pcosfsing —psind|=
1g.
8 —psinfsing psinfcosp 0

‘e A J

pzsinH.

z4 Exemplul 5.9.3. Sa se calculeze
_[” xyzdxdydz, unde T este domeniul marginit de
T

T suprafetele x = 0, y =0, z = 0 si x4+ y2 +z2=1.
Din punct de vedere geometric, domeniul 7T este

primul octant din sfera x>+ y?+2z? <1. Trecem la
coordonate polare i notdm cu

X T T
Q:{ ,0,0);0< p<1,0<0<—=,0<p<—.
Fig. 7 (0:00) r 2 )
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Observam ca intre domeniile Q si 7" exista
A

o corespondenta bijectiva. Din Teorema 5.9.5
rezulta:

_[_U xyzdxdydz =
T

Ik

=m.p3sin26’cos05in¢cos¢p2sin9dpd9d¢) =
Q

_ 7[/2 .3 7[/2 . 1 5 _
1L _Io sin Hcosedejo SlngDCOS(pd@JOp dp=
¥p _ L
48

In incheierea acestui paragraf prezentam cateva aplicatii ale integralei triple
in mecanica.

Fie T <[> un domeniu marginit si fie p: T >0 + o functie continud. Daca
consideram un corp neomogen care are forma domeniului 7, de densitate variabila
p=p(x,»,z), atunci masa acestui corp este M = Jﬂp(x, y,z)dxdydz .

T

Pentru un corp omogen, care are forma domeniului 7, coordonatele centrului
sau de greutate G se calculeaza cu formulele:

.mxdxdydz .mdedde ﬂjzdxdydz

XG -r , Yo = T , Zg = T )
[[f ey az [[f e az Macdva
T T 7

Pentru un corp omogen de densitate p = 1, momentele de inertie in raport cu
originea O, 1n raport cu axa Oz, respectiv in raport cu planul xOy se calculeaza cu

formulele:
Ip= '[H(xz +y2 +zz)dxdydz
T
Io, = j”(xz +y2)dxdydz
T

Loy =“T]zz dxdydz .
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