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CLASA a X-a

Problema 1. Fie n un numar natural nenul. Pentru fiecare numar

natural k notam cu a(k,n) numarul divizorilor naturali d ai lui k astfel incat
2

k < d? <n?% Si se calculeze Za(k;,n).

k=1
Solutie. 'Pentru 1 < k < n?, fie A(k,n) multimea divizorilor naturali d
ai lui k astfel incat k < d* < n% Un numar natural d € {1,2,...,n} apartine

multimilor

A(d,n), A(2d,n), ..., A(d* n)

sl numai acestora.

.............................................................. 3 puncte
n2 n2
Prin urmare, contributia fiecarui d in suma Za(k‘,n) = Z |A(k,n)|
k=1 k=1
estel+1+---+1=d.
d ori
.............................................................. 2 puncte
Tl2 n
Agadar Z alk,n) =Y d=n(n+1)/2
k=1 d=1
.............................................................. 2 puncte
Problema 2. Consideram functia f : N* — N* cu proprietatile:
a) f(1)=1,

b) f(p) =1+ f(p — 1) pentru orice numar prim p,

c) f(pipe--pn) = f(p1)+ f(p2) + -+ f(pn) pentru orice numere prime,
nu neaparat distincte.

S4 se arate ca 2/ < p3 < 3f/() pentru orice numar natural n, n > 2.

Solutie. Cum 2 este numar prim, avem f(2) = 1+ f(1) = 2, de unde
2?2 < 23 < 3%, Vom demonstra dubla inegalitate 3logsn < f(n) < 3logyn
prin inductie dupa n.

!Cerinta este echivalentd cu dubla numairare a cardinalului multimii S(n) = {(k,d) |
d|kk<d><n?1<k<n?}



Fie n un numar natural, n > 3, si fie n = pypsy - - - pr descompunerea sa in
factori primi, nu neaparat distincti.

............................................................... 1 punct

Daca n nu este prim, i.e. k > 2, din ipoteza de inductie avem f(n) =

Fu) + f(pa) + -+ fpr) = 355 logsp; = 3logsn si

............................................................... 1 punct
Daca n este prim, i.e. k = 1, atunci n — 1 este numar par si f(n) =
L+ fln—1) =1+ f(2%5) =1+ f(2) + f("77) =3+ f(*7).

............................................................... 1 punct
Atunci f(n) =3+ f(%51) < 34 3log, %5* = 3logy(n — 1) < 3logyn
............................................................... 1 punct
si f(n) =3+ f(%51) > 3 + 3logy 25 = 3logy 2% > 3logyn
.............................................................. 1 punct
Problema 3. Fie n un numar natural nenul si A = {1,2,...,n}. Sa

se determine numarul functiilor crescatoare f : A — A cu proprietatea ca
|f(z) = f(y)| < |z —y| pentru orice z, y € A.

Solutie. Observim ci f(k+1)— f(k) 2 a, € {0,1}, k=1,2,... . n—1.
............................................................... 1 punct
Mai mult, daca a; € {0, 1}, atunci |f(z) — f(y)| < |z — y| pentru orice z,

............................................................... 1 punct

Fixand f(0) =asi f(n) =b, avem b —a = ay + - - - + a,_1, deci numarul
functiilor f cu proprietatea ceruta este egal cu numarul de alegeri a b — a
termeni egali cu 1 in suma a; + - - - + a,_1, adica n(a,b) = C°~%.

.............................................................. 2 puncte
Prin urmare, numarul functiilor este Z n(a,b) = Z b
0<a<b<n 0<a<b<n
n—1
k=0
.............................................................. 2 puncte
In total sunt Zk onCk_| PLRCE | =n2nt S (- 1)CF ) =
n2" ! —(n—1)2""2%=(n+ 1)2"‘2 functii.
............................................................... 1 punct

Problema 4. Fie n un numar intreg, n > 2, si fie numerele complexe aq,
ai, as,...,a, cu a, # 0. Sa se arate ca sunt echivalente afirmatiile:

2Prin urmare, o functie f cu proprietitie cerute este complet determinati de n—uplul
(f(0),a1,az2,...,an_1) € Ax{0,1}x---x{0,1} ce respecta conditia f(0)+ai;+- - -+a,_1 <
n.



P. |a,2"+a, 12" 4 - -+a12+ag| < |a,+ag| pentru orice numéar complex
z de modul 1,

Q ag=ay=---=a,1=0siay/a, €0,00).
Solutie. Q.—=P. Daca a1 = a; = -+ = a,_1 = 0 8l ag/a, € [0,0),
atunci |a,2" + ap_12" 4 -+ a1z + agl = |anz™ + aol < |anz"| + |ag| =
|an| + |ao| = |an + agl, pentru orice numar complex z de modul 1.

P.—Q. Fie g(2) = a, 12" '+ -+ a1z, 2 € C 5i w = ag + a,. Pentru
fiecare ¢ € U, = {2z € C | 2" = 1} avem |a, + g(&) + ao| < |a, + ag|, adica
w + g(e)] < |w| sau [g(e)[* + wg(e) + wg(e) < 0.

de unde, prin sumare, Y . [g(€)]> + wg(e) + wy(e) = .oy |9(e)]* <
0, ceea ce implica g(e) = 0, oricare ar fi ¢ € U,. De aici obtinem a; =

LS o g(e)/eF =0, k=1,2....n—1.

Obtinem |a,2™ + ag| < |a, + ao| pentru orice numar complex z de modul
1. Notand ¢ = ap/a, si t = 2", avem |t + ¢| < |1 + ¢| pentru orice numar
complex ¢t de modul 1. Fie P, M, A punctele din planul complex de afixe
t, —c, respectiv 1. Atunci PM < MA, oricare ar fi P pe cercul unitate,
prin urmare cercul de centru M si raza M A contine cercul unitate. Cum
cele doua cercuri au punctul comun A, deducem ca sunt tangente in A, deci
M si O sunt coliniare cu A si MA > OA = 1. Deducem ca —c < 0, deci
c € [0,00).
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