Olimpiada Nationalda de Matematica
8 Aprilie 2014

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE
CLASA a IX-a

Problema 1. Fie n un numér natural. Sa se afle numerele intregi z,y, z cu
proprietatea
P2yt =2" 4y +2).

Solutie. Daca n = 0, folosind inegalititile evidente 22 > z si analoagele,
deducem ca x,y,2 € {0, 1} ..ot 1 punct

Daca n > 1, atunci 2 divide 22 + 3% + 22, deci ori cele trei numere sunt
pare, ori unul e par gi doua impare. In acest ultim caz, luand, de exemplu,
r=2x1+1,y=2y;1 +1, 2 =22, obtinem

d(@f+a+yi+y+2]) +2=4(@1+y +21 +1),

CONBTadiChie. . .o 2 puncte
Ramaéane cazul in care z,y, z sunt pare. Pentru x = 2z, y = 2y1, 2 = 221,
obtinem
2 2 2 _ on—1
Tyt =2"" (w1t +2),

deci, daci n =1, 2,9,z € {0,2} ..o oo 2 puncte
Pentru n > 1, repetand rationamentul, deducem ca daca x = 2"z, y =
2" Y, 2 = 2" 2,, atunci x,, Yp, 2, € Z si

‘T3L+y’i+zfl = Tp + Yn + 2n,
de unde x,, yn, 2, € {0,1}, deci x, y, 2 € {0,2"} . ...l 2 puncte

Problema 2. Fie a un numar natural impar care nu este patrat perfect.
Sa se arate ca daca m gi n sunt numere naturale nenule, atunci

8) {m(a++/a)} # {n(a—a)};

b) [m (a+ a)] # [n(a — Va)].

Solutie. a) Cum ma, na sunt numere naturale, egalitatea ar atrage {m+/a} =
R 1 punct

Doua numere au aceeagi parte fractionara doar daca diferenta lor este numar
intreg, de unde (m+n)y/a €Z,absurd ... 1 punct

b) Din nou prin absurd, fie N natural nenul pentru care exista m,n diferite
nenule cu N = [m(a + v/a] = [n(a — /a]. Prin urmare

N <m(a++a)<N+1, N<n(a—+a)<N-+1

iar inegalitatile sunt stricte caci termenii din centru sunt irationali.... 1 punct
Inegalitatile se rescriu

N N+1 N N+1
<n<

— < <
a++/a " a++a a—+/a a—+/a’

de unde prin adunare

..................................................................... 2 puncte
De aici, N < %(m +n) < N+ 1, in contradictie cu faptul c& numéarul din
mijloc este natural (@ impar) ........ ... 2 puncte

Observatie. Problema poate fi considerata ca parte din teorema Beatty
care afirma ca multimile de tipul [na] si [nb] determind o partitie a lui N daca
i numai daci a gi b sunt irationale i 1/a +1/b = 1.




Problema 3. Fie P si Q mijloacele diagonalelor BD si AC' ale patrulaterului
ABCD. Se considerd punctele M € (BC), N € (CD), R € (PQ) si S € (AC)

astfel incat
BM DN PR AS

MC NC RQ SC
Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului AM N este situat pe seg-
mentul [RS].

Solutie. Fie G centrul de greutate al triunghiului AMN. Avem

e GP+kGQ GB+GD+k(GA+GC)

I+k 2(1+k)
s -
— GA+EKGC
=T
..................................................................... 2 puncte
Pe de alta parte,
— —— —— —— GB+kGC GD+kGC
0=GA+GM+GN =GA+ GB+ RGO | GD+ GC,
1+k 1+k
...................................................................... 1 punct
de unde deducem
(1+k)GA+GB+2kGC +GD =0,
de unde rezulta imediat -
GS+2GR =0,
agdar punctele G, R g1 S sunt coliniare............... .. .. .. .. ... 4 puncte

Problema 4. Fie ABC'D un patrulater inscris in cercul de diametru AC.
Se stie cd existd punctele £ € (CD) si F' € (BC) astfel incat dreapta AF e
perpendiculara pe DF, iar AF e perpendiculard pe BE.

Sa se arate ca AB = AD.

Solutie.

Din conditiile de perpendicularitate avem
AE-DF =0« AE - (AF — AD) =0,
AF - BE = 0« AF - (AE - 4B) = 0,

...................................................................... 1 punct
de unde
AE - AF = AE - AD,
AE - AF = AF - AB,
deci
AE -AD = AF - AB
..................................................................... 2 puncte



Echivalent, putem scrie

(AD + DE) - AD = (AB + BF) - 4B  AD? + AD - DE = AB® + AB - BF.

.................................................................. 2 puncte
Dar ZADE = ZABF = 90°, deci
AD-DE = AB-BF =0,
asadar AB = AD. ... 2 puncte



