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CLASA a VIII-a
SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Fie a,b, ¢ € (0,00). Demonstrati inegalitatea:

a—/be b—\/ca ¢ —ab

> 0.
a+2(b+c)+b+2(c+a)+c+2(a+b) 20

b
Solutie. Din inegalitatea mediilor avem v/be < % , deci

a — /b a—% 20 —b—c

> =
a+2(b+c) “a+2(b+c) 2(a+2b+2c)
Atunci membrul stang al inegalitatii din enunt este mai mare sau egal cu
20 —b—c n 2b—c—a n 2c—a—> not
2(a+2b+2c) 2(2a+b+2c) 2(2a+2b+c)
Notand a + 2b + 2c¢ = 5z, 2a + b+ 2¢ = 5y si 2a + 2b + ¢ = 5z, obtinem
a=—3r+2y+2z b=2x—3y+2zs c=2r+ 2y — 3z Atunci

2a —b—c —10z+5y+52 1 /y =z
- — - (— + 2 2) ............... 3p
2(a+2b+ 2c) 10z 2\z =z
Scriind relatiile analoage si sumand avem:
1 z 1/x =z 1 /x
s = s(E+2-2) 4 (Z4i-2)+5(5+L-2)=
2\x «x 2\y vy 2\z =z
1|/x r oz z
= K—+y) +(Z+2)+ (—+Q) —6} > 0,
2 \y = z x Yy oz
ceea ce conduce la concluzia problemei ........... ... ... oL 2p

Problema 2. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub cu muchia AB = a. Con-
sideram punctele £ € (AB) si F € (BC) astfel incat AE + CF = EF.

<




a) Determinati masura unghiului format de planele (D'DE) si (D'DF).
b) Calculati distanta de la D’ la dreapta E'F.

Solutie. a) Segmentul [BA] il prelungim cu segmentul [AH] = [FC].
Atunci ADAH = ADCF (C.C.), de unde HDA = FDC, deci m (ﬁDF) -
90°.

Apoi, [DH| = [DF]|, de unde ADHE = ADFE (L.L.L.) si de aici

m(FDE) = m(HDE) = 45° ... . 3p
Deoarece FD 1 DD' i ED 1 DD’ rezulta m((D'DE),(D'DF)) =
M FDE) = 45° .« oo oo 1p

b) Notam cu P proiectia punctului D pe dreapta EF. Conform teoremei
celor trei perpendiculare obtinem D'P L EF, deci d(D',EF)=D'P .. 1p
Din congruenta ADHE = ADFFE, obtinem DP=AD=a ........ 1p
Teorema lui Pitagora ne conduce la D'P = a2 1p

Problema 3. Se considera multimea A = {n,n + 1,n + 2, ...,2n}, unde
n > 4 este un numar natural. Determinati cea mai mica valoare a lui n
pentru care A contine cinci elemente a < b < ¢ < d < e astfel incat

a b ¢
c d e
. . . ..a b ¢ p _
Solutie. Fie p, ¢ € N*, (p, q¢) = 1 astfel incat — = J=o= Evident
c e q
p < q. Cum numerele a, b si ¢ se divid cu p, iar numerele ¢, d si e se divid
cu q, rezulta ca exista m € N* astfel incat c=mpq .................... 1p

Deoarece e — a < 2n — n = n, iar n trebuie sa fie minim, trebuie ca
numerele a, b si ¢ sa fie multipli consecutivi ai lui p, iar ¢, d si e sa fie multipli
consecutivi ai lui ¢. Prin urmare, a = mpq —2psie=mpqg+2q ....... 1p

Deoarece n < a < e < 2n < 2a, rezulta 2a > e, adica 2mpq — 4p >
mpq + 2q, sau mpq > 4p + 2q. ()

c mpq

p . .
Cum - = ————— ==, obtinem m (¢ — p) =2, decim € {1,2} ... 1
e " mat2a o™ (¢ —p) {1,2} P

Dacd m = 1, atunci ¢ — p = 2, deci ¢ = p + 2. Inlocuind in (%) obtinem:
(]9—2)2 > 8, deunde p > 5. Pentrup=>5siq =7, avem a = 25, b = 30,
c=35d=42, ¢ =49 gi, deoarece n < a < e < 2n, rezultan =25 ..... 2p

Daca m =2, atuncig—p=1,decig=p+ 1. Inlocuind in (%) obtinem:
(10—1)2 > 2, de unde p > 3. Pentru p = 3 5i ¢ =4, avem a = 18, b = 21,




c=24,d=28,e=230si, deoarece n < a < e < 2n, rezultan € {16,17,18 }.
Prin urmare, ngi;, = 16 2p

Problema 4. a) Demonstrati ca suprafata unui patrat de latura 2 nu se
poate acoperi cu trei discuri de raza 1.

b) Demonstrati ca folosind trei discuri de raza 1 se poate acoperi mai
mult de 99,75% din suprafata unui patrat de latura 2.

Solutie. Fie ABC'D un patrat de latura 2 i Sy, Sy si S5 trei discuri de
raza 1.

a) Presupunem prin reducere la absurd ca Sy, Sy §i S3 acopera suprafata
patratului. Deoarece latura patratului este egala cu diametrul unui disc, este
necesar ca doua varfuri alaturate ale patratului, fie acestea A si B, sa fie
acoperite de un acelasi disc S7, adica [AB] este diametrul lui Sy ....... 1p

Fie M € (AD). Cum MC > 2, atunci M si C sunt in discuri diferite.
Putem presupune C' € Sy si (AD) C C5. Analog D € S5 si (BC) C Cs.
Atunci (BC| C S, si (AD] C Ss.

Fie acum P € (BC), N € (AD) astfel incat CP = DN = 1,8. Fie @
mijlocul lui [CD]. Atunci PQ > 2, deci @ ¢ S;. Analog QN > 2, deci
Q ¢ S3. Cum, evident @) ¢ Sy, obtinem o contradictie ................. 3p

b) Fie M € (AC) astfel incat AM = 2. Notam cu P si R proiectiile lui
M pe AB si AD. Fie T € BC astfel incat ca PT' = 2 i U € DC astfel
ca RU = 2. Consideram discurile de diametre AM, PT si RU. Suprafata
neacoperita de acestea este inclusa in interiorul patratului format cu punctele
C,U, X i T unde X € (MC).

Este suficient sa aratam ca Acyxr < 0,25% - Aascp, ceea ce este echiva-

lent cu CT < %BC’ =0,1sau BT > 1,9.

Avem AP =+/2, BP =2 —+/2, BT2 =4 — (2= v2)" = 44/2 - 2.
Relatia de demonstrat BT > 1,9 revine la 4v/2 — 2 > 1,9? < 42 >
5,61 < /2 > 1,4025, ceea ce este adeVArat ..........ooueeiieiiiiil 3p
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