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Nota:

OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA - JUDETUL ALBA
14.11.2014
CLASA aV-a

Calculati:

a) 3.5 157 + (3 =2 5)™ 187 :16°.

b) Catul dintre patratul lui 2° si dublul lui 2°.

) 28.2° 2 2 — (142422 +27 +...+2%)

Impirtind numarul natural a la numarul natural b se obtine catul 14 si restul 18.
Daca diferenta dintre numerele a si a-3b este egald cu 135, aratati ca numarul 2a

este patrat perfect.

Sa se determine numerele naturale x astfel incat multimile A={2x, 6x+4} si

B={2x-1, 2x+1, 5x+6} sa aiba un singur element comun.

Pe o tabla de sah sunt scrise toate numerele de la 1 la 100. Andrei si Bogdan
sterg pe rand, incepand cu Andrei, cate un numar la intimplare, cu conditia ca
numarul sters sa nu fie multiplu al lui 2 sau 5. Pierde copilul care este obligat sa

stearga primul un astfel de numar. Cine castiga?

= Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii

Fiecare subiect valoreaza 7 puncte



II.

I1I.

IV.

BAREM DE EVALUARE SI NOTARE
CL.a V-a

a) 3-[5+(81-80)*" +22': 2% |=
12
b) (2°):(2-2°)=

16

3132 78

c) §;=12%.2°.210. .2¥%=0 2 2 b
S,= 2% _1
S =SI-SQ=1

a:b=14rest 18 =>a=14-b+18
a—(a-3b)=135
b=135a =648

2a =1296 = 36°

2x=2x—-1=>x¢ N
2x=2x+1=x¢ N

6x+4=5x+6=>x=2
dela11a 100 exista 50 nr. :2, 20 nr. :5, 10 nr. :10

Numere care nu trebuie sterse sunt: 50+20-10= 60

Numere care pot fi sterse: 100- 60= 40

Daca Andrei incepe, al 40-lea nr. va fi sters de Bogdan si al 41-lea

de Andrei. Deci Andrei pierde si Bogdan castiga.



IL.

I1I.

IV.

Nota:

OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA - JUDETUL ALBA
14.11.2014
CLASA a VI-a

a) Rezolvati in N ecuatia:

0,(1x)+0,(2x)+0,(3x)+...+0,(9x) = % .

b) Rezolvati 1n multimea numerelor rationale positive ecuatia:

x+1 x+2 x+3 x+4 x+5+x+6_6
2 3 4 5 6 7 '

a) Determinati multimea:

A={2a+3ba,be N,[a,b] =96sia-b =768}

b) Fie numirul N = abcdab . Aritati ci dacd 7-ab =cd atunci N:1189.

Se considera punctele A, A,, ..., A, coliniare, Tn aceastd ordine, astfel incat

AA=1 cm, A A3=2 cm, ..., A,.1A,=n-1 cm, n fiind un nr. natural, n>1.

a) Calculati lungimea segmentului [AA,].

b) Sa se determine nr. natural n astfel incat lungimea segmentului [A5A,] sa fie
279 cm.

c) Determinati distanta dintre mijloacele segmentelor [A;A4] si [A21A].

Fie punctele coliniare A, O, D, unde O e(AD) si unghiurile ZAOB si ZBOC

adiacente, iar semidreapta (OC este interioard  ZBOD. Daca

m(£BOC)=5-m(LAOB), m(£BOC)==-m(£COD) si [OM este bisectoarea LAOC

W | W

iar Q punct interior ZBOD astfel incat m(£MOQ)=90", se cere:
a) m(£A0B), m(£BOC), m(£coD).

b) sa se arate ca [OQ este bisectoarea £COD .

= Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii

» Fiecare subiect valoreaza 7 puncte



BAREM DE EVALUARE SINOTARE

CL. a VI-a
I.a)l—x+§+3—x ...+9—x:§ Ip
99 99 99 99 11
9x+450 53
99 11
x=3 0,5p
b)£+l+£+2+...+f+§:6 Ip
2 2 3 3 77
1 1 1 1 1 1 1 1
—t—t—F.t— ==t —F—F.+— 2p
(2 34 7) 2 3 4 7
x=1 0,5p
II. a) (a,b)-[a,b]=a-b;(a,b)=8 Ip
a=8x,b=8y,(x,y)=1=xy=12 Ip

(x,y)e {(112),(3.4),(4,3),(12,1)} = (a,b) € {(8,96),(24,32),(32,24),(96,8)}  1p

A=1{136,144,216,304} Ip

b) N =ab0000+ cd00+ab=10001-ab+100-cd = N =10701-ab 2p
N=9-1189-ab= N:1189 Ip

III. a) AA,=AA +AA +. . .+A,A, =1+2+3+..423=276 2p

A =2719=T7+8+...+n—-1=279

n-1""n

b) A A, + A A +...+ A

(n—=Dn

=300 = (n—-1)n =600 = n =25 2p

c) Fie M mij. [ A,A,], N mij. [ A, A,,]= MA, =3,A,,N =33

MN = MA, + A, A, + A, N =240cm 3p
IV. desen Ip
a) A,O,D coliniare = m(ZAOD) =180°; m(£LCOD) =3-m(£LAOB) Ip

m(ZLAOB) + m(£LBOC) + m(LCOD) =180° = m(LAOB) = 20°,m(£BOC) =100°,m(LCOD) = 60° 2p
b) m(LAOC) =120°;[OMbisect.ZAOC = m(LAOM ) = m(LMOC) = 60° Ip

m(£COQ) = m(LMOQ) — m(LMOC) = 30°

} = [0Qbisect.ZCOD 2p
m(£QO0D) = m(LCOD) — m(£COQ) = 30°



OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA - JUDETUL ALBA
14.11.2014
CLASA a VII-a

L Rezolvati in Q ecuatiile:
a) [2x-3-4=5

1 1 1
b) X‘32014 = (32014 —1): (1+§+3—2+...+32TJ

II. a) Aratati ca V200142 +4+6+...+4000 € N
b) Determinati n>2,ne N stiind ca:

1 1 1 1
+ + +.+t—=
\/§+1 \/§+\/§ \/Z+\/§ \/;+\/n—l

III.  In paralelogramul ABCD alegem M e[DC] astfel incAt CM =2DM si Ne[BC],

99.

astfel incit BN = 2NC . Stiind cd aria triunghiului CMN este egald cu 16¢m?, aflati
aria paralelogramului ABCD.

IV. Fie triunghiul ABC, D,Ee (BC) astfel incit AB’ =BD-BC si ZCAE = /ABC.
Aratati ca:
a) AC>=CE-CB

b) triunghiul ADE este isoscel.

Nota:
= Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii

» Fiecare subiect valoreaza 7 puncte



IL

I1I.

IV.

BAREM DE EVALUARE SINOTARE
CL.a VII-a

a) 2x-3=9=xe{-36}
|2x—3|=-9 nu are solutie

1 1 B 32014 _1

1 2014 2013 2
b) 1+§+3—2+...+32T—W:>X'3 =2-3 :>ng

a) \/2001+2‘w =4/2001% =2001

b) V2143 -2 +v4 =B+ ..+n—n—1=99 = n=10000
Desen

Fie Q mij. [BN]; BN=2NC = BQ=QN=NC

MN mediani in ACMQ = Aync=Aynp=16cm"= Acyg=32cm’

A
MO || DB:%:g:ﬂ:F
CD 3

ACDB 3
a) Desen
AABC = AEACUU) = AC _BC = AC? =CE-BC
CE AC

b) AABC = AEAC = £ZBAC = ZAEC

AABC = ADBA(U.U.) = £ZBAC = ZBDA

= /AEC = /BDA = ZADE = ZAED = AADE este isoscel

2
_j = 0= Ay = 720" = Ay = 14dem® 3p



II.

I1I.

IV.

Nota:

OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA - JUDETUL ALBA
14.11.2014
CLASA a VIII-a

a) Si se calculeze: /2 -2++2 -\/2+\/2+\/5 -\/2—\/2+\/5

b) Daci x=+10—+/19 —\10++/19 , si se calculeze x’ s (x++/2)7.

Daca xe[-3,5] §i ye[-1,6] aratati ca:

a =%+ +2xy—22x—22y+121 +4/x* + y> +2xy+8x+8y+16 este numar natural.

Fie  ABCA'B'C' o prisma triunghiulara regulatd  dreapta, cu

AB = 43cm, AA' =12cm si P un punct pe CC'.

a) Determinati pozitia punctului P pe CC’ stiind ci aria triunghiului PAB este
12/6cm* .

b) Determinati misura unghiului dintre dreapta PM si planul (ABB'), unde M
este mijlocul laturii AB.]

Fie VABC o piramida regulatda dreaptd de varf V, in care AB=6cm,

m(£VAB)=72°. O furnica aflata in A se plimba pe toate fetele laterale pe drumul

cel mai scurt si revine in A, taind muchiile laterale (VB) si (VC) in punctele M,

respectiv N.

a) Aratati ca BC | (AMN)

b) Aratati cd raportul dintre lungimea inaltimii piramidei (duse din V) si

lungimea drumului parcurs de furnica este egal cu 7g30°.

Timp de lucru 3 ore
» Toate subiectele sunt obligatorii

Fiecare subiect valoreaza 7 puncte



BAREM DE EVALUARE SINOTARE
CL. a VIII-a

L a) V242442 22 —24+2) =2 2442 V242 =422 2 =2 3p

b) x? =10-+/19 —2,/(10-19)(10+19) +10++/19 1p
=22 x, =12 1,5p
2002 0
= (x+ \/E) = {22003 L,5p
ILoa=y(x+y—112 +(x+y+4?> =[x+ y—11+|x+y+4 3p
x+y+420,x+y-11<0=>a=-x—-y+11+x+y+4=15e N 4p
III. Desen Ip
PC 1 (ABC)
a) = PM 1 AB Ip
CM 1 AB
App = PM2' AB = PM =6~2cm Ip
CM =6¢cm = PC =6cm Ip
b) MN|C'C;PE = pr,,, .. PM = PE 1 (ABB') Ip
m(Z(PM ;(ABB"))) = m(£PME) = 45° 2p
IV. Figura spatiu+desfasurare 2p
BC|MN
a) MN c (AMN); = BC|(AMN) Ip
BC & (AMN)
b) AVAB ~ MBMUU )= A _AB _VB _ v\ 3,35 2p

AB BM AM
AO =2+/3cm, O centrul bazei ABC , VO =/3(3++/5)cm

L, =AM +MN+NA' =33++/5)= Vo :?:zgw’ 2p

‘drum



OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014

CLASA a IX-a

Problema 1.
a) Arataticix® —3x+ 2= 0, (V)x = 0.

b) Aritati ca pentru orice numere reale u, b, ¢ € [0,1], este adevarata inegalitatea:
a b c 1

B+e®+7  cte®+7  at+b®47 T 3

Problema 2.
Sa se determine numerele reale strict pozitive wy, tig, ..., t,, cu uq — 1, pentru care este adevaratd
egalitatea:

42 Lo+ 2 L (W)neEN-
2y 8o 2y g By gy L Y Cnga
Problema 3.
Fie paralelogramul ABCD si punctele M € (AD),N € (BC),P € {MN), astfel incat % +2. %’ -9

. BN T ..
Sior = 2. Aratati cd punctele B, P, I sunt coliniare.

Problema 4.

In interiorul unui triunghi ascutitunghic ABC se considerd punctul M. Bisectoarele interioare ale
unghiurilor£EMC,2AMC, AME intersecteaza laturile EC, AC, respectiv AF in punctele D, E, respectiv
F.

a) Ardtati ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente intr-un punct P.

< .. - FA  EA _ PA
b) Ardtaticda — +— = —.
FB  EC PO

<. <PA BB | BC : N A .
c) Ardtati ca P + p— + o 6. Cine este punctulM Tn cazul in care avem egalitate?

NOTA : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.



BAREM OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014
BAREM DE CORECTARE
CLASA a IX-a

Problema 1.
a) Arataticix® —3x+ 2= 0, (V)x = 0.

b) Aratati ca pentru orice numere reale a, b, ¢ € [0,1], este adevarata inegalitatea:
) b c 1

B+eE+7  cta®+7  at+b®47 T 3
Solutie si barem:

A) (= 1D0xT 4 % = 20 Z 0 e 2p
(= 1)2(c +2) 2 0, (W) X 0 oot 1p
\ I (] — (] { (] — (] 2p
S T S TTom s TR iain S T on i T Il D e

i) b ] c c 1
T S RTaTano ) TTERI SBTaREIL) s p

- b - e 1p

b+c+7  cta®+7  at+bi&T Iatb+c) 3

Problema 2.
Sa se determine numerele reale strict pozitive @, @,,...,a,, cu @; = 1, pentru care este adevarata

egalitatea:
: = T 442y (WMnent
Gy 0y Qg @y Gy e BN Cn4s
Solutie si barem:
3 1
=L =2 = 1 — = = @ = it 1p
g -
3, 5
n—2=:-;+a—1—;:‘-a3— .......................................................................... 1p
Presupunema,, = k?*si demonstrim cd @,y = (K + 1) i 2p
.. . 1 21 i k41 1 L
Din ipotezd avem 1 — — + =1- = + =L e 1p
@y %+ Ch+s | O Pk+s SR Lk
Qs =Qp T2k +1 =k 4+ 2k+ 1 =(k+ 105 e 1p
In concluzie a, = n”, pentru orice 1 numar natural nenul. ..........ccccciviiiiniiinnieinnee. 1p

Problema 3.
Fie paralelogramul ABCD si punctele M € (AD),N € (BC),P € (MN), astfel incat % +2- % =2

si E = 2. Aratati ca punctele B, P, D sunt coliniare.

Solutie si barem:

a) NotimZr = k si - m si avem BN = kBC,
BC AD

AM = mAD = MBC oo, 2p
R T T S — 1p
E_ RBC+§[N5‘+ BA+ AM) .o, 1p
BF = kBC + 3 (~kBC +BA + mBC )cccc0o. 1p
SR _k2m— 22— 2 3
BF = <_"BC+;BA=_(5C+ BA)

BF = %ﬁ, de unde rezulta ca punctele B, P, D sunt coliniare .........c.ccoeceevveeeveeenene. 1p



Problema 4.
In interiorul unui triunghi ascutitunghic AEC se considerd punctul M. Bisectoarele interioare ale

unghiurilor <BMC,ZAMC, ZAME intersecteaza laturile FC, AC, respectiv AE in punctele D, E, respectiv

F.
a) Arétati ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente Tntr-un punct P.
L . <FA EA _ P4
b) Aratati caﬁ +E =

c) Arétati c + E + % = &. Cine este punctul M in cazul in care avem egalitate?

a—
PO

Solutie si barem:
. . . . DE _ME EC _ MC .
a) Din teorema bisectoarei, rezultd — = — ,— = —si
Dc  McC 'EA  Ma

A
B e 2p
FE _ME
D5 5CFA _MB MC MA_ oG AD A BEN CF
DC EA FE MC MA ME
P e e 1p
b) AAED si transversala F — P — £ = B. 3_—E B

FB D PA

FA _ PA 0

- FB PD BC

. EA BC PC EA _ PA ED A
AADC i transversala f — P —B—= —' —-— =1 = —=—-—_Rezultd in
EC BD P4 EC PD BC
. FA | EA _ PA{CD , ED PA
CONtINUATE: == F == = —— | == T =0 | = o . it e 1p
FB ' EC PD\Br @ BC BD
MA | MA PE _ MB , MB PC _ MT | MC 1p

C) E = — —_— = " =
ED ME  MC ' PE MC MA T BF M4 ME’

P4 | PE | PC MA | M3 MB | MC MC |, MAY

—_ i —_— = — — — j— i J— R =

FD + PE +PF (.wa + MA) + (HE +ME) + (MA + Mc) = 2+2+2=6.Avem
egalitate daca si numai daca MA = MD = MC, adica M este centrul cercului

circumscris triunghiulul ABF C. ..ot 1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014

Clasa a X-a

. Fie M c € o multime care satisface proprietatile:

i)0 e M;
il) x ©M = (cosx | isinx) C M;
iii) (cos2x+ isn2x) EM = x € M.
Sa se arate ca:
a) M contine cel putin 3 numere ntregi;
b) M contine o infinitate de numere irationale;
¢) M contine o infinitate de numere complexe nereale;

< . — o = x:‘._}_z . . ey _
Sa se determine x, y £ @ care verifica Gy 11 + Zysi ry®)E 2x + 11y,
Sa se rezolveinE ecuatia:log [x] = [log,x], a EM,a = 2.
ﬂ_x‘_ + axz + aw + g__x.‘l—‘_ = 1 — ﬂ_:

. Fiea}lil,nEN,nEEsisistemul{z _
1 tx bt x,  =n—1

Arataticadacasistemul are solutie, atuncia = 1.

Notia: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timpul de lucru este de 3 ore.



BAREM OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014
Clasa a X-a
1. Fie M c C o mulfime care satisface proprietatile:
i) 0 € M,
ii) x E M = (cosx +isinx) € M;
iil) (cos2x + isn2x) EM = x € M.
Sa se arate ca:
a) M contine cel putin 3 numere ntregi;
b) M contine o infinitate de numere irafionale;
¢) M contine o infinitate de numere complexe nereale;

Barem: a) cos0 +isin0eM = 1e M e 1p
l=cros2rnticin2meEM = 7vE M= cosmtisinmEM = -1 M e 2m
b)l=cos2kn+isin2kreE M kEZ= kneMVEEZ v 1p
C)cosm+isinm EM = €M = cos—+isin- € M o 1p
Demonstratia prin inductie: cosi% + isini% EMVneN* e 2P
2. Si se determi € ificd = = —11x + 2y5i =22 _ =2x + 11
. Sa se determine x, v £ @ care verifica e x V§i e = 2% V.
GM
Barem :
Se considerd z = x + iy,x,¥ €R. Observaimecid z 1= —— — L i .. 1p
ST [T
z72=27% XY . 1p

— i
xz+}.z x2+}.2
Se inmulteste cu (—i) a doua ecuatie si se adund cu prima, dupa care se rescrie ecuatia obtinuta
folosind pe z.

xz_}_z 2xy

Tt Al —11x + 2y — 2xi— 11yi .. 2p
rl=—(11420)z = = = 2= () 2p
11+2i N 5
Solutii rationale se obtin numai pentru z = 1_:, x = 5 v = —é .. 1p
3. Sai se rezolveinRR ecuatia:log [x] = [log, x], a EN,a = 2
Barem: Conditii de existenta: x € [1,+0c0) .. 1p
logf] =[logZi]l=k = FkeHN .. 1p
[x] = a" ¥ <x<a¥+1
. . w31 2P
k<logi<k+1 a* < x < a
a“*+1 <a*"lpentrua=2sikeN :,-xEU[ak,rxk-i-l] ..3p
KN
a*t+a*z 4 + a2 =n — a’

4., Fiea>0, ne N, n=3si sistemul{,I
s tx+tx, ,=n—1

Arataticadacasistemul are solutie, atuncia = 1.
Barem :
a1+ gzt g = (n—1)" Vo= = (n— 1) Va* ! = (n—1)a.. 41p
n—a’=zn—1)a,VneE N, n=3.2p
a €[0,1).1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014

CLASA a XI-a

Problema 1.

5 4
‘ -2 -1
a) Ardtati cd A2 —44 + 31, = 0,,

b) Aratai cd existd doud siruri de numere reale (x,),.; S$i (¥, -1 astfel incdt sd avem
A" =x,-A+y, L, (¥)n = 1siapoi calculati limita

lim .
r—on \ 3" + 1

Consideram matricea 4 = ( ),A € M, (R).

3.1

Problema 2.

Se da matricea A € M, (R), A = (a 3) Notam tr(4) = a + d.
¢

a) Aratati cd A2 —tr(A4) -A + det(4) - L, = 0,.

b) Daci existd n € N* astfel incat A® = 0,, aritati ca A> = 0,.

¢) Daca existd n € N* astfel incat A® = 0., aratati ca det(I. + AXA) = 1, pentru orice matrice
X € M, (R).

Problema 3.

x, € (0,1)
n¥l = g x:! IV}”‘ =1 ‘
a) Aratafi cd sirul (x,,),,., este convergent si calculati limita sa.

Consideram sirul (x,,),.+, definit prin L

[~

b) Aritati cd lim Yn-x, =<
oo 1':'

c) Calculati lim (1 +x2)"

wl

Problema 4.
Fie (x,),.1 un sir de numere reale cu proprietatea ca

Jnrx,n+1—n-x, + 15%E,jn-xn—i-n—,jn-xn,(‘v’]nz 1.

Calculati limita sirului (x,),..4.

NOTA : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.



BAREM OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014
BAREM DE CORECTARE
CLASA a XI-a

Problema 1.
Consideram matricea 4 = ( 52 41),}1 € M, (R).
a) Aritati ci A* —44 + 31, = 0,.
b) Aratai cd existd doud siruri de numere reale (x,),.; S$i (¥, -1 astfel incdt sd avem
A" —a, A+ y, L, (V)n = 1siapoi calculati limita
m

2x, \°
lim ( )
n—m \3™ 4+ 1

Solutie si barem:

, (17 16
a) A _(_S _?] ............................................................................................................... 1p
FINALIZATE .....oeiieviieiieecie ettt ettt e stte e e tb e e st aeeereesataeestbeesssseassaessssesssseeassreennns 1p
b)xl = L T 0 A T A B T D e e e lp
Al =A% A =(x,-A+y," L) - A=x, A +y, A= (4x,+y,) A—3x, I,

de unde obtinem x4 = 4x, + v, 51 Vouq = =32, (V)= Lo, 1p

n_ _an
Xpoy —4x, +3x,_,=0,(V)n=2 =x, =2 "5y, = (V) n=To. 2p
3m_ 1T 2 43"
I =lim ( J = lim (1— ) = BT o e e e v e e e e e L
n—ez \3® 4+ 1 n-+o3 3*+1

Problema 2.

Se da matricea 4 € M,(R), A = (:’ 2) Notim tr(4d) = a +d.

a) Aratati cd A —tr(A) -A + det(4) - 1, = 0,.

b) Daca existd n € M* astfel incat A™ = 0,, aratati ca A? = 0,.

¢) Dacd existd n & N* astfel incat A® = 0,, aritati ca det (I, + AXA) = 1, pentru orice matrice
X e M,(R).

Solutie si barem:

s fa* 4+ be ab+ bhd
a) A _(ac-l-cri bc+d2.) .............................................................................................. 1p
FINALIZATE .....oieiiiieiie ettt ettt et et e st e e st e e e b teesateesataeesnbeeesbeasnsaesnnne 1p
b) det(A) =0 = A% = tA, unde t = t7{A) oo 1p
AT = 7L (V)R 25 L et 1p
t=0sauA =0, deunde rezultd A% = 0y ...ooioviiorieceeceeceeeee e 1p
c) det(l, + AXA) = det(l, + XA*) = det(l,) = 1, (V)X E MH(R) oo, 2p

Problema 3.

x, € (0,1)
n+l = xr. - x:! |1,¢-'j,n E 1 ‘
a) Aratati ca sirul (x,,),,., este convergent si calculati limita sa.

Consideram sirul (x,,),..1, definit prin {z

[~

b) Ardtatica lim Yn-x, =
oo 1':'

c) Calculati lim (1 +x2)"

]

Solutie si barem:
a)x, € (0,1)six, strict descrescitor, decix, este convergent .. .................2p
Din relatia de recurentd, obtinem ca x,, are limitaegala cu @ ............cocccooiiiiiinieninne 1p



n+l—n xdxd x2 - x3
byl=lmn x=—F7———= lim ———= = lim a R o
e /xRy —1/x)  mowxi—xdy, noexi—xi(1-x3)
o xi(a-x3® (1-x3° 1 P |
I T e 3 ARV g et
LB
c) lim (1+x3)" = lim[[l-|-:r;:]1“'r"‘-§1:|;”"1 =el/P =13e.. 1

Problema 4.
Fie (x,),=1 un sir de numere reale cu proprietatea cd

Jrx, dn+i-n-x, +1i<- < nx, tn— nx, (Vnz=1
Calculati limita girului (x,,) ;2.
Solutie si barem:

[ [
M4 2,42 [+ 1< T x, = JTn (VN2 1 e 1p
1‘ n 1‘ n &
| 1 .1, | 1 5 1

== - = = 7 ==
M|1+x”+n£2+w|x”+n =:-16£xn—|-n,k‘v’]n_1 ................................................... 2p
o E S TH 5, =0, ST (N E Lo 2p
0= % —x, < i, deci sirul x,, este convergent catre 1_95 ....................................................... 2p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014

CLASA a XlII-a

Problema 1.
Pe multimea ¢ = (0,c0) definim legea de compozitie:
x oy =2 V0ee ™ 00e)"=2" (y) x v € G, unde n = 3 este natural impar.
a) Aratati ca (G,=) este grup abelian.
b) Ardtati cd functia f:(0,00) = R, f(x) = (log, x)™ — 2" este izomorfism de la grupul (G,=) la
grupul (E, +).
¢) Rezolvati ecuatiax @ x o ..o x = 4, In grupul (G,e).
2014 ori

Problema 2.

Fie (G,) un grup si f.g doud endomorfisme ale grupului G, g injectivd. Aritati cd grupul G este
comutativ in fiecare din urmatoarele situatii:

a) f(x) = g(x%),(V)x €6G.

b) f(x) = glx ). (V)xEC.

Problema 3.

Consideram functiile f, g: (0, c0) — R cu proprietatea ca 1lx) este o primitiva pentru g si gl este o
primitiva pentru f. ’ :

a) Ardtatica f'(x)+ g'(x) = (x + i) () +9(x)). (W) x> 0.

b) Determinati functiile f si g.

Problema 4.

Determinati functiile continue f: (0, 22) — R si constanta reald L stiind ci:

a) existilimx - f(x) = I;
20

b) J.zxf(tjdt =1,(V)x=0.

NOTA : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.



BAREM OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014
BAREM DE CORECTARE
CLASA a XlII-a

Problema 1.
Pe multimea ¢ = (0,c0) definim legea de compozitie:
x oy =2 V0ee ™ 00e)"=2" (y) x v € G, unde n = 3 este natural impar.
a) Aratati ca (G,=) este grup abelian.
b) Ardtati cd functia f:(0,00) = R, f(x) = (log, x)™ — 2" este izomorfism de la grupul (G,=) la
grupul (E, +).
¢) Rezolvati ecuatia x @ x o ...e x = 4, in grupul (G,e).

2014 ori

Solutie si barem:
a) Asociativitate, (xe y) ez = 2"‘;_.'.:[Dgzx}-‘q([ggz_}-}-‘1+([Dgzg}-‘1—:-2-“ ........................... 1p

Elementul NEULIU & = 4 £ G ..ovicciiiecieicie ettt see e ae e st ear e enes 1p
Simetricul elementului x € G, x' = VBT Tome M e G 1p
D) DIJECHIVA .ottt ettt sttt et sa et et eneeae e 1p
Fleoy) = Fl) F F0) (V)T E G e 1p
c) Egalitatea x Dnjij .n x = 4 este echivalentd cu 2014 - f(x)=f(4) =0 ......... 1p
flx) =0=(log,x)" —2"=0,deunde * = 4. ....ccovviieeeeeeereeeeerernns 1p

Problema 2.

Fie (G,) un grup si f.g doud endomorfisme ale grupului G, g injectivd. Ardtati cd grupul G este
comutativ in fiecare din urmatoarele situatii:

8) f(x) = g(x?),(Dx € 6,

b) f(x) = g(x™), (V)x € 6.

Solutie si barem:

a) g((xy)?) = f(x}r: = f[x]f(}r] =g(xg(¥) = g(x* ) oo, 2p

ginjectivi = (x¥)* = 27", (V) E G oo 1p

xvey = xxyy = vx = zv, (¥)z, v € G = G este comutativ. .....ococceeveeveenennn... 1p

b) g((x) ™) = fley) = FIF) =g g™ =gy 1p

ginjectivi = (x¥) 1 =27y L (W)Y EG oo 1p

(xv) t=xy 1=y T=(yx) = yvx=xy, (V)x,yEG =G este
COMIUEALIV....teiitreesrieeteeeteeesreeesaeessseeetneessseeassessssaeesssaeassseessseeesssesssseesnssessssneens 1p

Problema 3.

Considerim functiile f, g: (0, c0) = R cu proprietatea ci fo} este o primitiva pentru g si % este o

primitiva pentru f.
a) Ardtatica f'(xl+ g'(x) = (x+ i) if(x) —I-Q(xj). (v)x = 0.
b) Determinati functiile f si g.
Solutie si barem:

) Pt _ ooy (@ x= f0) 4P g

g ':x}-xn—g':::} = £(x) '[x] X = g(xj 4 x*- f[.'XZj '

Adunind relatiile de mai sus, obfinem egalitatea Ceruta ............occeevvverrcveerneenns 1p



b) Notdm h = f + g si din punctul a) avem h'(x) — (x + B “h(x) =0,(¥v) x>0,

ceea ce este echivalent cu (&(x] . e_ﬁT_l"x) =0,(V)% = 0o 1p
Rezultd f(x)+g(x)=a-x ez AV)x=0,unde a ER oo, 1p
Analog se obtine f(x) — g(x) — b - x - e A¥lx=0,unde b C R ... 1p

Obtinemf[x) = %(a et +b- ef),g(x] = %(a ez — b ef),a,b € Rlp

Problema 4.
Determinati functiile continue f: (0, 20) — R si constanta reald L stiind ca:
a) existd lin"rlﬁx -flx)=1L;
=

) rf(rjdr — 1, (V)x>0

Solutie si barem:

Din b) rezultd F(2x) — F(x) = 1. (%) x > 0, unde F este o primitivd a lui f ........ 2p
2f(2x) = f(x) = 0, deunde F(x) = 3£ (2), (M > 0 oo 2p
Prin inductie matematici obtinem f(x) — :i s (:—1), (VITE W™ e 1p

L =£i_r3"éx flx) = ?}ﬂ%f(;—n] = Hlﬂxf(x] =xf(x),(¥) x = 0, de unde
£x) =§ JOW) 203 0n oo 1p

Prin inlocuire in b) rezultd L(In2x —lnx) = 1,(¥) x = 0, de unde L = miﬁi

functia f(x) = 111? ST 02 00 et 1p



