
 

OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 
Etapa locală – Constanța, 23.02.2014 

Clasa a IX-a 
Barem de corectare și notare 
Subiectul I 

Fie R∈a . Rezolvați, în mulțimea numerelor reale, ecuația [ ] [ ]xaxx 2
2
12 +=



 ++ . 

GM 
Soluție: 

 Cum [ ] [ ]xxx 2
2
1

=



 ++ , ecuația devine [ ] [ ] 02 =−− axx . 

 Notăm [ ] Z∈= tx ⇒ 02 =−− att  ...       2p 

a41+=∆     Ecuația are soluții întregi pentru  241 ka =+ ⇒ )1)(1(14 2 −+=−= kkka , de unde 

4)1)(1( Mkk ∈−+  pentru 12 −= pk , N∈p  ⇒  )1( −= ppa     3p 
⇒= pt )1,[ +∈ ppx  

⇒−= pt 1 )2,1[ ppx −−∈  
Dacă a nu este de forma )1( −pp , N∈p , ecuația nu are soluții. ...   2p 
 
 Subiectul II.a)  Fie 0≥≥≥ cba , 0≥d . Să se arate că )(3 dadccbba +≤++−+− ; 
b) Fie ),0[,, ∞∈cba cu proprietatea 1222 =++ cba . Să se arate că 
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Soluție: 
a) Ridicăm la pătrat și obținem )(2))((2))((2))((2 dabadcdccbcbba +≤−+++−+−− … 1p 

Inegalitatea este adevărată aplicând de trei ori inegalitatea mediilor yxxy +≤2 și însumându-le.  
Pentru 0==== dcba  obținem egalitatea  ...      2p 
b) Știind că 1222 =++ cba  și ),0[,, ∞∈cba , rezultă că [ ]1,0,, ∈cba . 

Avem 4aaa ≥≥  ...         1p 
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 ... 2p 

unde am folosit faptul că 3≤++ cba  utilizând inegalitatea 
33

222 cbacba ++
≥

++
…1p 

Subiectul III 
Fie numerele [ ]1,1,...,, 21 −∈nxxx , ∗∈Nn . Să se arate că 

2
21

222
2

2
1 )...(1...11 nn xxxnxxx +++−≤−++−+− . 

Soluție 
Folosim inducție după k, natural 
Pentru k=1, evident 

Pentru k=2, avem 2
21

22
2

2
1 )(211 xxxx +−≤−+− ( ) 02

21 ≥−⇔ xx ...   3p 
)1()( +→ kPkP  conduce la 

( ) 2
121

22
1

2
21

2 )...(11)...( ++ ++++−+≤−++++− kkkk xxxxkxxxxk  ...   2p 

sau ( ) 22222 )(11 bakbak +−+≤−+− , unde 121 ,... +=+++= kk xbxxxa   

după ridicări la pătrat, obținem ( ) 02 ≥− akb  …       2p 
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și kab ≤ sunt deduse evident din datele problemei! 

Subiectul IV 
a) Fie vectorii  cba ,,  necoliniari, cu proprietatea 0=++ cba   și 

0=⋅+⋅+⋅ czbyax , R∈zyx ,, . Să se arate că zyx == . 
b) Fie ABC un triunghi. Medianele CPBNAM ,,   taie cercul circumscris  triunghiului ABC în 

punctele ,, ED  respectiv F . Știind că 0=++ PFNEMD , să se arate că triunghiul ABC  este echilateral. 
Soluție: 
 a) ⇒=⋅−⋅−⋅+⋅⇒−−=⇒=++ 00 bzazbyaxbaccba  

0)()( =−+− zybzxa ; cum a  și b  necoliniari, deducem zyx == …   2p 

 b) Din asemănarea triunghiurilor CDMABM ∆∆ , , obținem MBMCMDAM
MD
BM

MC
AM

⋅=⋅= , …1p 

Fie cABbACaBC === ,, ; obținem AM
AM
aMD

AM
aMDaMDAM ⋅

⋅
=⇒

⋅
==⋅ 2

222

44
,

4
, analog 
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 …       2p 

Cum 0=++ PFNEMD , obținem 0
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Deoarece 0=++ CPBNAM , fiind mediane în triunghi, folosind formula medianei, obținem 
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Finalizarea calculelor cu caba == , , triunghiul ABC echilateral …   1p 
 
Obs.  Orice altă rezolvare se va puncta corespunzător. 
 


