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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala - 15.02.2014
Clasa a IX-a M,

Problema 1

. .| 4x+4| 2x-1
Rezolvati in R ecuatia = .
4x-5 3

Problema 2

a) Ardtati ca 4x> +4x> +2>7x, Vxe [-2,0)

. . . 3
b) Determinati valorile reale ale lui &, pentru care: a° +5° +¢° +a® +b* +¢? + >k(a+b+c),

Va,b,c e[-2,»).
Problema 3
Sa se arate ca pentru orice numar natural n > 6, un patrat se poate imparti in exact » 3|3
patrate (nu neaparat de aceeasi dimensiune — in figura alaturata aveti un exemplu = 5
3

pentru n=10).

718

6

Problema 4 o | 10

a) Aratati cd, daca G este centrul de greutate al triunghiului 4BC, atunci, pentru orice punct O din planul

triunghiului avem 0G = %(@ +OB+ R’)

b) Determinati o relatie intre numerele reale a,b astfel incat punctele 4(1,1), B(a,b) si C(a+1,b+1)sa fie

varfurile unui triunghi.

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1
. d® b (a+b) . .
Aratati cd: —+—2>~———(V)a,beR si (V)x,yeR].
X oy x+y
Problema 2

La o fabrica de incéltdminte s-au fabricat in luna martie 2013, 540 perechi de pantofi, la fel si 1n aprilie, iar la
fiecare doua luni productia se dubleaza.

a) Cate perechi de pantofi se fabricd pana la sfarsitul anului (incepdnd cu luna martie)?
b) In ce lund/an productia va fi de 276480 de pantofi?

Problema 3

Fie ABCD un paralelogram. Sa se arate ca pentru orice punct M din planul paralelogramului avem relatia
MA+ MC = MB+MD.

Problema 4
. . D 1
Pentru orice n € N” se considera §, =—+ +..+ .
2-3 n (n + l)
< . 5 1 1 1 .
a). Sa se verifice ca =—- (V)n eN".

n(n+1) n on+l’
b). Sa se calculeze S;.

*

. ) .. . . . n
c). Utilizand eventual metoda inductiei matematice, sa se arate ca S, = ——, (V) neN".

n+1
< < < . 9 . g 11
d). Sa se gdseasca cel mai mare numadr natural nenul n, cu proprietatea ca S, < o
< < < o 9 . g 111
€). Sd se gaseascd cel mai mic numar natural nenul n, cu proprietatea ca S, > TER

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Solutii si bareme

21 tez x=2 ez [x=3 ez [x23og
dx+4 | 2x-1 3
L x5 3 T\raxea] 2x-1 < \let+6 “r2t+2 Tl oe2 . T
X= [ }_ -0 [ }—t:O { —t}:O 0< -t<1
4x—-5 3 6t—3 2t-1 2t—1
..2p
3+1
%41 X:T,teZ X:—Bt;]',teZ X:—St;]',teZ
=2 " tez X
— teZ
= 2 10< 222 O o2 3 2)(2-1)2 00 | (22-3-2)(2-1) <0
<—2tz+3t+2<1 2t-1 2120
2-1 221 3+2 2% +t+3 (2 -t-3)(2-12)>0
S —— | —1<0
2-1 2A- ..2p
3t+1
-2 ez
3l ez e 3A+1
2 1 1 =——teZ t=2
< (2+1)(t-2)(2-1)< 0= te(—w,—g}u[z,Z}z 1 3 1° 7.
(2t-3)(t+1)(2t-1)>0 te(—l——)u(—,z 2
1 3 2 2
te —l,—}u —,00
2 2. 2p
S={Z}.
20 1p
2.a)4X3+4X2—7X+2=(X+2)(2X—1)220,(V)X€[—2,OO). ..... 3p
« 7 o 1 7 .. I 7
b) Daca a=b=c=-2= kzz,daca a=b=c=§:> ksz,dem singura valoare posibila pentru k este — ...1p
Din a) rezulté a3+a2+%2;a, b3+b2+%2£b, c3+02+%2£c, de unde prin sumare, rezultd ... 2p

a3+b3+c3+a2+b2+cz+gzg(a+b+c),deci k:%.
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3. Demonstram prin inductie matematica. Facem verificarea

1]2 1 2| 3| 4
pentru primele 3 valori aelui n (vez figura aalturata). ..... 1p e ol @ 5 . ‘ ‘
Apoi presupunem P(k): “Patratul poate fi Tmpétit in k 4 w1 s

6 6 7 —
patrate” adevarata si demonstram P(k+3): “Patratul poate fi ’ 7
impartitin k+3 patrate”. 2p
Pentru demonstratie se observa ca prin impartirea unui patrat din cele k n 4, obtinem k + 3 patrate.  ...... 4p

4. a) Fie M mijlocul lui [BC]si G centrul de greutate al triunghiului ABC. Construim BGCN paralelogram.

Atunci vom avea:

(1) GB+GC =GN (reg. paraelog.). Din BGCN paralelogram=> BCNGN ={M} ,mijlocul lui [BC].  ....1p

Dar A,G,M coliniare si G,M,N coliniare , deci A,G,M,N coliniare. Avem urmatoarele relatii vectoriale:

GN =2GM si GA=-2GM (G fiind centrul de greutate al a ABC).

Introducand in relatia (1), obtinem: GB+GC =GN = -GA= GA+GB+GC =0 =

GO+OA+GO+0B+GO+0C =0=3G0O+0A+0B+0C=0= OA+0B+0C = -3GO0 =

OA+OB+0C =30G = @:%(O—A+O—B+O—C)

b) A,B,C pot fi varfurile unui triunghi daca si numai daca A,B,C necoliniare.

Ap
..... 1p

...... 1p

...... 1p

.Ap

A,B,C coliniare=> 3k e R {Gai AB=kBC < (a—3i +(b- )] =k(i +])=a-=b- ==k

< a=b(=k+1)Deci A,B,C sunt varfurile unui triunghi daca si numai dacd a=b.
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a? p? (a+b)2 *

L—+=2"———(V)abeR(V R

xJr y  X+y (vjabeR (Vheyek,
2 2 2

=2 yXJ;/b -2 (a)l(iby) < (ptcax+y>0si xy>0) (a2y+b2x)(x+ ¥)=(a+b) xy - 3P

@%+a2y2+b2x2+/b%2%+2abxy+/b%c> a’y’ —2abxy+b’x* >0

o (ay-bx)">0(¥)abeR;(V)x yeR,

( patratul oricarui numar real este pozitiv) ... 4p

2.a) Pana la sfarsitul anului sunt 10 luni, iar productia se va dubla de 10:2=>5ori. Deci se vor fabrica

540(2+ 22+23+24+25) 540. 2. 22—11:33480 perechi de pantofi. 3p

b) 276840: 2 =138240 perechi de pantofi, de unde 540-2" =138240 < 2" =138240:540 < 2" = 256 <
< n=48, deci dupa 8 grupe de céte 2 luni, adica 16 luni (1 an si 4 luni), Tn iulie 2014 se va obtine productia de
276480 pantofi. ~LGAp

3.MA+MC = MB+ MD < MA—MD = MB-MC < DA=CB adevarat, deoarece ABCD paralelogram ...... 7p

4.a)1— 1 n+l-n_ 1

n n+l n(n+1) B n(n+1)

1 1 al)1 1 5
b =—t—t. === +...+ =1-—=—. o
) S 1.2 2.3 56 1 g g /:g %/ 6 6 P
3
c) Sn:i+ 1o 21 ot n (V)neN LnAp
1.2 2.3 n+1 “h+l C n+l n+l

0)s<Le M B o inillen<il s neN .nmaim =n=10. . 2p

n+1

(V)neN .Ap

111 n 111y
>

e) S, > < <112n>11In+111<n>111's neN ,n mnim=n=112. ... 2p
112 n+1 112



	Subiecte - clasa a 9-a
	Solutii si bareme - clasa a 9-a (2)



