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Problema 1

o . 1-x°
Sa se determine primitivele functiei f:R > R, f (x) = arccos( al 5 J
I+x

Problema 2

a) Sase arate ca Icos(x3 +1)dx = xcos(x3 +1)+3jx3 sin(x3 +1)dx, pentru orice x € R.

b) Sa se calculeze I(4+9x6)cos(x3 +1)dx ,unde xeR.

Problema 3

Pe Z se defineste legea de compozitie asociativa x*y =xy—2x—-2y+6, (V)x, y € Z. Sa se determine restul

impartirii lui 5%5%...%5 la 32014
%/_J
de 2014 ori

Problema 4
1 2x 5x%-2x

Se considerd multimea G=14,=|0 1 5x xeR{c M;(R).
0 0 1

a) Sisearatecd 4, -4, =4, ,, (V)x,yeR.

X4y
b) Sise arate cd (G, -) formeazi o structurd de grup.
¢) Sisearatecd /:G—>R, f(A4,)=x esteunizomorfismdela (G,-) la (R,+).

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1
Pe R definim legea de compozitie asociativd, x*y =2xy—6x—6y+21,(V)x,yeR.

a) Ardtati ca x*y=2(x-3)(y—-3)+3,(V)x,yeR.

b) Calculati 1%2x*...%2014.
¢) Existd a,beR/Q astfel incat a*b e N? Justificati raspunsul.

Problema 2
Sa se calculeze integralele 1 = I - MY gy siJ= J‘&dx ,unde x € (O,Ej.
sin x + cos x Sin x +cos x 2

Problema 3

Fie f,F:(l,0) >R, f(x)=+vx—-1, F(x)=(ax+b)Jx—1, unde a,b € R. Determinati a,b € R astfel incat F

este o primitiva pentru f .

Problema 4
. . 1 x
Se considerd multimea G = {A(x) = (O 1j| xe Z}.

a) Si se arate cd (G, - ) este grup.

b) Arataticd f:Z— G, f(x)=A(x) este un izomorfism de la (Z,+ )la (G,-).

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvatd corect se acorda 7 puncte.
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Solutii si bareme

1. Functia f este continua pe R ,deci admite primitive pe R . Utilizam formula de integrare prin parti. ...1p

T g e Tl
1+ 1+

2 , 2 —x2 2|x
Ob;inem:J‘arCCOS 1 X2 dx:j(x) - arccos 1 X2 dX = X-arccos 1 X2 —J- | |2dX,
1+x 1+x 1+x 1+x

Dacéd F este o primitivaa lui f , atunci (3)c;,c,,c3 € R astfel Tncét

2

x.arccos[ X2J+In(1+ x2)+cl, x<0

1+x
F(x)= C,, X=0 :
X- arccos 1-x° —In(1+x2)+c>3 x>0
1+ % ’

Cum F este continug, din conditia F(0—0)=F(0+0)=F(0), obtinem ¢, =c, =c;, ..

2
X arccos 1 X2 +In(1+x2),x£0
1+ x
= F(x)=c+ , ., unde ceR.
x.arccos(lerzJ—ln(ler )+%,x>0

2. @) Utilizam formula de integrare prin parti, avem:

Icos(x3+1)dx: I(x)’ cos(x3+l)dx= xcos(x3+1)+3jl xssin(x3+1) dx.

b) Utilizand formula de integrare prin parti, obtinem:

.Ap
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I :I4cos(x3+1)dx:f(4x)' cos(x3+1)dx:4xcos(x3+1)+12jx33in(x3+1)dx: ....... 1p
:4xoos(x3+1)+12I X Isin(x3+1)dx=4xoos(x3+1)+12X—43in(x3+l)—12IX—4-3xzoos(x3+1)dx= ....... 1p
4 4 4
= 4xcos(x3+1)+3x4sin(x3+1)—J‘9x6 cos(x3+1)dx, = 1p
J
I<4+9xe)ms(x3+l)dx=l +J= :4xcos(x3+l)+3x4sin(x3+1)+C. LWAp
3. Xxy=Xy—2X—2y+6=xy—2X-2y+4+2=x(y-2)-2(y-2)+2=(x-2)(y-2)+2,(V)x,yeZ ....... 1p
x*x:(x—2)2+2, x*x*x:(x*x)*x:(x—2)3+2,..., x*x*...*x:(x—Z)n+2,(V)XEZ,neN,n22. ...... 1p
denori
Demonstrdm prin inductie : Fie xe Z, P(n): x*x*...xx=(x-2)"+2,neN,n>2. P(2este adevdrat.  .....1p
de n ori

Presupunem P(k) adevarat si demonstrdm P(k+1), unde k € N,k > 2 arbitrar fixat.

P(k+1):x*x*...*x:(x*x*...*x)*x:[(x—z)k+2—2}(x—2)+2:(x—2)k+1+2,deci P(k+1) adevarat.
— . 7
de k+Lori deK ori
Asadar P(n) adevarat (V)neN,n>2. 2p
Avem 5x5%.. x5=(5-2)"" 4 2=324 2 gj restul impartirii la 3°% ete2. ... 2p
%r_/
de 2014 ori

1 2x 5¢%-2x|(1 2y 5y2—2y 1 2y+2x 5y2—2y+10xy+5x2—2x
4.a) A-A=|0 1 S5X 0 1 5y |=|0 1 5y +5x =
0 O 1 0 O 1 0 0 0

1 2(x+y) 5(x+y)2—2(x+ y)
=0 1 5(x+Y) = Ay, (V)X yerR 2p
0 0 1

b)Din &) A- A=A, x+yeR, deci A-A G, (V)A,A €G, deci inmultirea este lege pe G (1) ...... 0,5p
Observam c& A=A <x=y. Inmultirea matricelor este asociativa pe Ms(R),GMVYR), deci si pe G (2)....0,5p

Ay =13 € G, deci inmultirea admite element neutru (3. . 0,5p

Pentruorice xe R, avem A-A,=A,- A=Ay =I5, deci toate elementele sunt simetrizabile (4). ...... 0,5p
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Din (1),(2),(3).(4) rezulta (G, -) grup.

¢) F(ACA)=T(Auy)=x+y= f( )+ f(A).(V)A.A €G,deci f morfism(A).
Fie A, A, €G astfel incét f ( f( ):>x y= A=A = f injectivd (B,).

Fie ye R, atunci (E)AyeG astfel incét f(Ay):y, deci f surjectivd (B,).

Din (By) si (B,) rezultd f bijectivd (B). Din (A) si (B) rezultd f izomorfism.
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Solutii si bareme

1. a) 2(x—3)(y—3)+3:2(x2—3x—3y+9)+3=2xy—6x—6y+ 21=xxy, (V)x,yeR. ... 2p

b) Cautdm “zeroul” legii: aeR pentru care a*x=x*a=a, (V)xeR.
axx=a<2(a-3)(x-3+3=a<2(a-3)(x-3—(a-3)=0<(a-3) 2(x-3)-1]=0(V)xeR, deci a-3=0=a=3, ... 2p
verificim x*3=2(x—-3)(3-3)+3=3(V)xeR, deci 3*xx=x*3=3,(V)xeR. ... 1p

"+" asociativa

Avem 1x2x. %2014 =  (1%2)#3%(4%.. *2014)=3+(4*..%2014)=3. ... 1p

c) Raspunsul este afirmativ. Putem lua, spre exemplu, a=3++/3, b=3+2J3eR\Q,

obtinem a*b=2(3+\/§—3)(3+2\/§—3>+3ZI5EN. ........ 1p
2. Avem I+J=Ide=J.dx=x+C,respectiv ....... 2p
Sin X+ COSX
Xe| 0,%
+J= ICOSX SlnXd —dex Injsinx+cos+C = In(snx+cosx)+C ... 2p
Sin X+ CosX Sin X+ Cosx
I ZE[(I +3)—(~I +J)]:§[x—ln(sinx+cosx)]+c,iar ...... 1,5p
1 1 :
J :E[(I +J)+ (-1 +J)]:§[x+ln(smx+cosx)]+c .. 1,5p
3. F este primitiva pentru f < F'(x)=f (X),(V)Xe(l,oo)@[(ax-l-b)\/x—l]’=\/X—l,(V)X€(1,00)<:> ...... 2p
aVX—1+(ax+b)- 2\/1_1 =Vx-1 2a(x-1)+(ax+b)=2(x-1) < 3ax+(b-2a)=2x-2,(V)xe(Lo) = ...... 3p
X_

a_2
3a=2 )

b-2a=-2"| _ 2
3
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4.a) A(x)~A(y):[1 Xj-(l y]:(l X+yJ:A(x+y) sicum x+yeZ, rezults A(x)-A(y) G, deci

0 1){0 1 0O 1
inmultirea este legepe G (1. 1p
Inmultirea matricelor este asociativd pe M, (R), GeMy(R), decisipe G (2). ... 1p
A(0) = I, € G, deci inmultirea admite element neutru (3. . 1p

(V) xeZ, avem A(x)- A(—x)=A(-X)- A(X)=A(0)=1,, deci toate elementele sunt simetrizabile (4). ......1p
Din (1),(2),(3),(4) rezulta (G, -) grup.

a)

b) f(x+y)=A(x+Yy)=A(x)-A(y)=f(x)-f(y), (V)X yeZ,deci f morfism (A). ... 1p
Fie x,y e 7 astfel incit f(x):f(y):>A(x)=A(y):>((1) ﬂ:(; ﬁ:x=y:>f injectivd (By). ......1p
Fie A(X)eG, atunci xeZ astfel incét f(x)=A(x),deci fsurjectiva (B,). ... 1p

Din (By) si (B,) rezultd f bijectivd (B). Din (A) si (B) rezultd f izomorfism.



	Subiecte - clasa a 12-a
	Solutii si bareme - clasa a 12-a



