INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES

S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica
Faza locala 14.02.2014
Clasa a V-a
Barem de evaluare

SUBIECTUL |
Pentru orice n numar natural, aflati restul impartirii numarului A=5""*-3"1+5"1.3™3;3.15"
la 2013.
Solutie
A=5"-5%.3".3145" .51 .31 .3313.1 5" (1p)
A= 15"(5*3+5-3%+3) (2p)
A= 15"(1875+135+3) (2p)
A=15"-2013, deci A este divizibil cu 2013. (1p)
Finalizare: restul este 0. (1p)
SUBIECTUL I

Stabiliti daca urmatoarele numere sunt patrate perfecte:
a=2001°-2001-2000;

b=(1+2+3+...+2002) 3003%°%;

c=2?""1 523 3. neN

Solutie
a= 20002 2p
b =2003- 10012006 - 32005 & 12 2p
c=10%"*1.25 -3, .. 2p
uic)=7;c# p? 1p

SUBIECTUL 111
Ana si Barbu deseneaza pe cate o foaie de hartie grupuri de stelute . Ana deseneaza o
steluta, apoi 3 stelute apoi 5 si asa mai departe, de fiecare datd un numar impar. Barbu deseneaza
2 stelute, apoi 4 stelute, apoi 6 si asa mai departe, de fiecare datda un numar par. Aratati ca,
indiferent de momentul la care se vor opri din desenat cei doi copii, numarul total de stelute
desenate de Ana nu poate fi egal cu numarul total de stelute desenate de Barbu.
Gazeta Matematica

Solutie
Numarul stelutelor desenate de Ana este:

1+3+5+...+(2k-1)=k? 2p

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



Numarul stelutelor desenate de Barbu este:
2+4+6+...2p=p(p+1) 2p

Se observa ca numarul stelutelor desenate de Ana este patrat perfect
2p

iar numarul stelutelor desenate de Barbu este produs de doua nr consecutive,
deci nu poate fi patrat perfect 1p

SUBIECTUL IV
Determinati numerele naturale de forma abc care verifica relatia ab- (b? +c?) = 2014
Gazeta Matematica

Solutie
2014=2-19-53 (1p) = ab-(b® +¢?)=2-19-53 (1p)
Cazul |
ab=19 = c? =106—81=>c =5= abc =195 (3p)

Cazul 11
ab=38=c?=53-64=ceN (Ip)
Cazul 111

ab=53=c? =38-9=c =29 nu este cifri (1p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES

SUBIECTUL |

S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica
Faza locala 14.02.2014
Clasaa Vl-a
Barem de evaluare

Aridtati ¢a numarul a = n®® — n*® se divide cu 10, oricare ar fi n numarul natural.

Pentru verificaren=0sin=1

Dacan>1 u(n®) =u(n*'**™") =u(n)

u(n13) =u (n4-3+1) — U(n)

u(@) = u(n® —n*) = u(n) — u(n) = 0 rezulta a este divizibil cu 10

SUBIECTUL Il

. o . .- 1 2 3
Se considera numerele rationale pozitive x= 15 + 25 + 3 e

212121
979797"

a) Aratati ca x este patrat perfect.
b) Comparati numerele X siy.

_ 99+1 2:99+2 98:99+98  100+200+---+9800

R

99 99

X = 100(14+2+--+98) _ 100-98-99:2

99 99

_ 21 21-101 2110101 _ 21
y 97 97:101 97-10101 97

x> 1siy=<1 deciy<x.

SUBIECTUL Il

= 100 - 49 = 702- pitrat perfect

*k*k
2p
2p
2p
1p
+98% i y=Z 4220y
99 97 9797

**k*

2p

2p

1p.

Dreptele AB si CD sunt concurente in O. Stiind ca semidreptele [OM, [OT, [OR, sunt
bisectoarele unghiurilor <BOD, <DOM si respectiv, <COB, iar m(<AOM)=130°, calculati:

a) m(<ROM);

b) m(<AOD);

¢) masura unghiului dintre bisectoarele unghiurilor <AOC si <BOR.

*k*k

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



Solutie

Desen 1p

m(<ROM) =90° 2p
m(<BOM)=50= m(<DOM); m(<AOD)=80° 2p

unghiul cautat =180°-1/2*m(<AOC)-1/2*m(<ROB)= 1p

=180°-1/2*m(<DOB)-1/2*1/2*m(<COB)=
=180°-1/2*100°-1/4*80°=110° 1p
Subiectul 1V.
Demonstrati ci, oricare ar fi N numar natural, numéarul A =3-5°" + 2% este divizibil
culvy.
Gazeta matematica
Solutie
A=3. 52n+l + 23n+l =15. 52“ +2. 23'1 (1p)
A=15-25"+2-8" (1p)
A=15-(17+8)" +2-8" (2p)
A=15-M,,+15-8" +2-8" (1p)
A=15-M,, +17-8" (1p)

A7 (1p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica
Faza locala 14.02.2014
Clasaa Vll-a
Barem de evaluare

SUBIECTUL |
Fie expresia A=53-(i+i+---+ : )
1-2 2:3 2013-2014
a) Sa se calculeze valoarea expresiei A.
b) Sa se demonstreze ca A poate fi scris in forma (%c , unde suma cifrelor din numerele
a, b si c este egal cu suma cifrelor din numerele d sie .
Solutie
a) A= 53.(l_l+l_l+...+L_L) = 53.(1_L) — 5g3.2013 _ 2013
1 2 2 3 2013 2014 2014 2014 38
(4p)
2013 3-11-61
b) A==—-==—1 (2p)
Suma cifrelor din numitor si numarator este egal cu 12. (1p)
SUBIECTUL I
ABCD dreptunghi =AB || CD =AABE~AECF = = = %&£ - &, FFraF _ tivdB
EA EB AB AE AB
AF _ DF 3p)
—aE 4B (3p
—A ABM~AFMD =% =28 _ 28
MA MB AB
AF _ FM _ AF-AM
AE~ AM ~ AM
(3p)
AL _ 1L =5 =141 (1p)
AE AM AF AM AF AE
SUBIECTUL 11
desen 1p
teorema bisectoarei in triunghiurile ADB si ADC 4p

M8 + NC = BD + DC = BD + DC =§ =1deoarece DA=BC
MA NA DA DA DA DA

SUBIECTUL IV
Daca a,b,csunt numere naturale impare, iar ¢ este un numar rational oarecare, aratati ca

aq® +bgq+c#0
Solutie

FieeQ =>, g= % unde m si n sunt numere intregi, n # 0.

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



am?*+bmn+c-n

2
Atunci: a-q? +b -q +c= a-(%) +bh-2tc=

n2

Cum numerele intregi a, b, ¢ sunt impare , distingem cazurile

m,n impare => a - -m?*+ b -m +n +c - n® este un numar impar .

mpar,n impar =>a -m?+ b -m -n + ¢ - n? este un numar impar .

m impar,n par =>a m?+ b -m -n + ¢ - n? este un numir impar

Deci: a- q> +b-q +c #0

~ (1p)

(2p)
(2p)
. (2p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica
Faza locala 14.02.2014
Clasaa Vlll-a

Barem de evaluare
SUBIECTUL I

a) Aduceti la o forma mai simpla expresia (5 + 4)(52 +4° x54 +4* x58 +4° )..(5512 + 4512).
b) Aratati ca:

i + i + L +...+ ﬁ > 28
2 6 V12 J210
Solutie
a) Fie 5=(6+4)8° +4° 5" +4°J5° +4°).6* +4°)
S(5—4)=(5-4)5+4)52 +47)5* +4*J5° +4°). (52 +4%2) ... Ip
Obtinerea succesiva a diferentelor de patrate 2p
Finalizare
S— (5512 _ 4512x5512 n 4512): 51024 _ g1024 Ip
b)
mg(a;b)ﬁma(a;b),Va,beR,deundea+b o 1p
va-b
3
—2>2
J2
Ly
N - ST 1p
29 S0
210

3 5 29
5214 =28, 1p
J2 e V210

SUBIECTUL II
Demonstrati ca oricare ar fi numerele reale pozitive x, v, z are loc inegalitatea:
2xy(2x +v) + 6x2(2x + 3z) + 3yz(y + 32) = 36xyz

Solutie
notam 2X=a, y=b si 3z=c
inegalitatea devine: ab(a-+b)+ac(a+c)+bc(b+c)>6abc ......... 1p
a’b+ab® +a’c+ac? +b?c+bc? —2abc —2abc—2abc >0 ......... 2p

b(a® +c® —2ac) + a(b® +¢® —2bc) + c(a® +b? —2ab) > 0

b(a—c)? +a(b—c)? +c(a—b)* >0 adevirat deoarece este sumi de numere pozitive

.. 2p

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



SUBIECTUL Il

Fie cubul ABCDA’B’C’D’, Q centrul fetei BCC’B’ si P mijlocul muchiei (AB). Fie
DM 1 PC, MePC. Aratati ca:

a) dreapta DM contine mijlocul segmentului (BC);

b) QM L PC.

Solutie
a) Fie BCnDM={N}
ADMC dreptunghic, m(xDMC)=90°,
ACBP dreptunghic, , m(xPBCC)=90°
<DCM=xCPB (alterne interne).

Se obtin astfel unghiurile *NDC si<x PCB congruente ..........cccccoeveveeivecnennnns 2p
Din conguenta APCB=ANCD se obtine congruenta [PB]=[NC], deci N mijlocul
segmentului (BC) ooovevveececece e, 2p
b) Din QN linie mijlocie in ABCC’ rezulta QNICC’, iar CC’ L(ABC), deci
QNL(ABC).......cevve..... 1p
Din teorema celor 3 perpendiculare obtinem QM LPC ................... 2p
c’ D’
B, : A°
o6
,' Commmmem e B
N el
B’ P A

SUBIECTUL IV
Se considera triunghiul ABC in care D este mijlocul segmentului BC. Dacé E este
mijlocul segmentului AD, F este mijlocul segmentului BE, iar G este punctul de intersectie a

dreptelor AB si CF, calculati % Gazeta matematica

Solutie
Construim FM|AB cu M e AD si EN|AB cu N € BC. (1p)

VVom avea FM linie mijlocie in AEAB = FM = % si EN linie mijlocie in ADAB = NE = %

Deci, FM = NE :% (1p)

AFGB = AFPE(ULU )= [EP] =[BG] (1p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



Din (t.f.a) = ACPN ~ ACGB =~ N _3 _ \p _3-BC (o)
BG BC 4 2

Dar, NE=EP+NP:>%=BG+3'BG :>AB=%:AG=¥ (1p)

) AG 5
Infinal, —==.(1
AB 7 (1p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



Problema 1:

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica
Faza locala
14.02.2014
Clasa a IX-a
Barem de evaluare

Calculati: [12—2] + 2t [é] +22. [%] + . 2n L [”—2]

n+1

Solutie

n2
n—1<m<n(2p)

> [ =n-10p)

S=Ypa 2Kk —1D)=D k- 27F->2" =8 =S, =n-2"-2"+1-(2"-1) =n-2" -
k=1 k=1

27142 (2p)

Unde am utilizat calculul:

S,=1+2-2'+3:2°+..+n- 2" =
25,=2+2:22+3-2°+..+n-2"=>
S,—2S,=1+2+2°+.+2""—n.-2"=2"-1-n-2"(2p)

Problema 2

Se considera triunghiul ABC oarecare. Se duc : mediana AL corespunzatoare laturii [BC],
bisectoarea LE a unghiului ALC, bisectoarea LF a unghiului ALB. (E € AC,F € AB) Notim
EF n AL = {M}. Demonstrati ci oricare ar fi punctul O din plan avem : 2-OM = OE + OF.

Solutie

AL . AE A

: . : . AF L
Din teorema bisectoarei rezulta: — = — si— = — (1p)
FB BL ’ EC LC

AF

Deunde —=—
FB

28 — k implica OF =
EC

FB

4% — k implica OF =

AE AM

Ec—k = FE || BC = m—k(Zp)
T 04t 0C
EIOA-I-E.OB (2p)

— 2 — K = == 2 — K —
E+0F =—0A+——-(0C+0B)= ——-0A+——2-0L=

1 — K — —
=2(E-OA+E-0L)= 2 - OM. (2p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



Problema 3
Se considera numerele reale a,b,c diferite de -1 cu abc=1.

e 1 1 1 3
Aratati ca daca + + =—,
a+l b+1 c+1 2

Atunci unul din numerele a,b,c este egal cu 1.
Solutia
2[(a+1)(b+1)+(b+1)(c+1)+(at1)(c+1)]=3(a+1)(b+1)(c+1)  (1p)

2(bc+ac+ab)+4(a+b+c)+6=3(ab+ac+bc)+3(a+b+c)+6

ab+ac+bc=a+b+c (2p)
ab-a-b+1-abc+ac+bc-c=0 (1p)
a(b-1)-(b-1)-ac(b-1)+c(b-1)=0 (1p)
(b-1)(a-1-ac+c)=0 (1p)

(b-1)(a-1)(1-c)=0

De unde rezulta concluzia. (1p)
De unde rezulta concluzia (1p)

Problema 4

1 1

N

reprezintd partea fractionard a lui X.

Aflati x >1pentru care

=2014x, unde [X]inseamnﬁ partea intreaga a lui X, iar {X}

Gazeta Matematica

Solutie
Ecuatia este echivalenta cu {X}+[X] =2014x. (2p)
[x]-{x]
. . 1
C = 1 ob Xf=—. (2
um {x}+[x]=x si x>1 obtinem [x]-{x} otz P

Daca [x]=n, atunci {x}= ,adica n>1. (2p)

<1.Deaici n> 1
2014n 2014

5 . : 1 . . -
In concluzie , orice X =n +m , CU n e N"este solutie a ecuatiei. (1p)
n

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica

Faza locala

14.02.2014
Clasa a X-a

Barem de evaluare
Problema 1

Calculati suma
S =[lg1] +[1g2] + [ig3] + - + [Ig 102°*].

Solutie.

Dacap € N, atunci [Igk] =p @ p<Ilgk<p+1 ... 1p
Suma este egald cu S = 9+ Y205 p - 107 + 2014 ......3p

care 1n final este
S = j;—0(2013 +10%201% — 2014 - 102913 + 1) + 2014  ......... 3p

Problema 2

Determinati functiile strict crescatoare f: R = R cu proprietatea ca:

fxf) = f()y,vx,y € R.
Solutie.

Cum functia este monotona rezulta ca este injectiva. ..... 1p
Pentru x =y =1obtinem f(1)=1. ... 1p

Pentru x =1obtinem. f(f(y)) =y,Vy ER ... 2p
Daca a € Rsi f(a)>a= f(f(a))> f(a)=a> f(a), fals... 1p

Dacaa € R si f(a)<a= f(f(a))< f(a)=a<f(a),fals. .. 1p
Rezulta f(x) = x,Vx ER. .cccvevvneee. 1p

Problema 3
Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral dacad si numai daca:

ad+b3+c3

+ cosA + cosB + cosC = 3.
2abc

Gazeta matematica
Solutie.

Daca triunghiul este echilateral atunci

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



3+p3+c3 3,3
I L cosA+cosB+cosC=242=3. i, 2p
2abc 2 2
Reciproc,
34+b3+c8 . . o a+b3+c3 b%+c%-a?
u+cosA+cosB+cosC=31mp11ca = < T =3 2P
2abc 2abc 2bc
3+b3+ 3 b2+ 2_,3 b2+ 2

De unde = Cay e 3o 32 F 3 1p

2abc 2abc 2abc

= ab? + ac? + ba®? 4+ bc? + ca® + ch? —6abc =0=

alb—c)>+b(a—c)’+c(b—a)’=0= .oevvverernn. 1p
= a = b = c, deci triunghiul este echilateral ............... 1p
Problema 4:

. . o o 2 2 - =
Fie z,z,eCcu Rez, >0 si Rez, >0.Sdse arate ca |z, +|z,[ +2,-2,+7,-7,>0,

Gazeta matematica

Solutie:

2 2 - = - =
Avem |z +|z,[ +2,-2,+2,-7,=2,- 2, +2,-7,+2,- 2, + 7, - I, =

(z2,+2)(z,+2,)+(z,-2,)-(z,-2,)= 3p

=4Rez,-Rez, +|z,~ 7,/ >0

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica
Faza locala
14.02.2014
Clasa a XlI-a
Barem de evaluare

Problema 1
n? 4 1) 1
Fie sirul (Xn )n>2 astfel incat x, =1, X, = X, ,N>2.Daca S, = Z(l——j-— ,
- n-1 = K/) X,
sa se calculeze limS,.
Solutie
Se demonstreaza ca sirul (Xn )nzz este pozitiv. (1p)
Avem: X, =1
22
X3 = T %
n2
X . = X 1
n+1 n—l n ( p)
: . _ (n1)*
Prin inmultirea relatiilor se obtine: x,, = (n-1)! . (1p)
n-1)!
Deci: x,,, =n-nl, vn>2. (1p)
. : 1) 1 k-1 1 1
Atunci S, = (1——}-— = : =) —= (1p)
é k) X, ; k (k-1)(k-1)! IZ;‘k!
1

2.1 (1p)

limS, =e-2. 1p)

n—oo

Problema 2

Se considerd sirul de numere reale (a,) _, definit prin:
a,=0,a =1 13" =12** +5%2 ¥Yn>2.
Si se arate cd sirul (a,) _ este convergent si s se determine lima, .

Solufie
a,=0,a =1, 13*%* =12* +5% =13* =13=a, =1.

13% =12% +5* =13% =17 = a, =log ;17 >1. Avem a,<a <a, <a,. (1p)
Presupunem ci a,_, <a,, Vk €{0,1...,n—1} si vom demonstra ci a, <a,,,.
Avem: 13% =12%: 45%2, 13%1 =12% 4 5% = 13% —13% = (12 —12™+ )+ (5" —5%2 ) (1) (1p)
Din ipoteza inductiei avem: a, , <a, =12%* <12™ =12* —12** >0 (2)

a,,<a,, =5 <5 =5 _5">0 (3)
Din (1),(2),(3) = 13*+ —13* >0=13% >13" = a , >a = 2p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



sirul (a,) , este crescitor (*) =>a, >a,, VneN=a, >0,VneN.
Avem a,,a,,8,,8, < 2. Presupunem ca a, <2, vk €{0,1,...,n—1} si demonstram ca a, < 2.
13 =12%1 452 <122 452 =13° =a, <2.
Cum 0<a, <2, VvneN= sirul (a,)
Din (+) 5i (+4) = (2,)

1o CSte marginit (* *) (1p)

este convergent = 3lima, =a<R. Trecem la limitd in relatia de

n=0 n—oo

recurenta :>13a=126+5a:>(12j +(£) =1 (4). (@1p

13) 13
Se observd cd a =2 este solutie a ecuatiei (4).
. 12 (5Y . s . .
Functia f :R >R, f(a)= 3 + e este strict crescatoare, deci injectiva, solutia
gisitd este unicd. In concluzie lima, = 2. (1p)
Problema 3

Fie Ae M, (R), unde n este impar. Si se arate ca daca A> =0, , atunci oricare ar fi
matricea X € M (R) cu proprietatea ci AX = XA, au loc inegalitatile:
det( XA+ X?)>0<det( XA—X?).

det( XA+ X?)-det( XA- Xz)zdet(X)-det(ASill)J(’t;?det(X)-det(A— X)= (1p)

=(det(X))’ -det(A? ~ X?)=(det(X)) -det(-X?)= (1p)
=(-1)" ~(det(X))4 <0, deoarece n este impar. (1p)
Deci det(XA+X?) si det(XA—X?) sunt de semne contrare. (1) (1p)

1 3

Avemdet(XA+XZ)—det(Az+XA+X2)—de{(A+§xj +(7xj]zo. (2) (2p)

Din (1) si (2) rezultd det( XA+ X?)>0<det(XA—X?). (1p)

Problema 4. Fie sirul (L,) , datprin L,=2, L, =1si L,, =L, +L,, VneN.

a) Sa se determine termenul general al sirul (L,) .

b) Demonstrati egalitatea CJ - L2 —C- L2 +...+(-1)'CP - L2 =2 +(-1)'L
Gazeta Matematica

n-

Solutie
a) Avem recurenta liniara de ordinul doi cu ecuatia caracteristicd r’> =r +1, cu solutiile
= 1+2\/§ r, = 1_2\/5 .......... 1 punct, decil, =Ar"+Br,) VneN.......... Ipunct
Din L, =2, L, =1 obtinem L, = [“2‘/5} +[1_2‘/§J ................... 2puncte

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



b)zn:c:(—l)k L2 = Zn:c: (-1){[1+2‘/§]k +(#]T _

kg”;c:(l)k[[?’gﬂk {'*f}k +2(1)k} e ! punct

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica
Faza locala
14.02.2014
Clasa a Xll-a
Barem de evaluare
Problema 1

Fie multimea G = (k, 0)\{k + 1}, k > 0, pe care se defineste legea * astfel incat: log,[(x * y) —
k] = log,(x — k) -log,(y — k),Vx,y € G,a > 0,a # 1.

a) Sa se determine numarul perechilor de numere intregi (k, a) pentru care elementul neutru
al legii * este e = 2014.

b) Sa se verifice daca legea * este asociativa si sa se determine elementul x € G care verifica
relatia x = x’, in cazul k=a+1=1005.(s-a notat cu a’ simetricul lui a in raport cu legea *).

Solutie
Din calcul se obtine: x * y = k + (x — k)1°90-K x yeG. ... 1punct

a) Din e € G element neutru se obtinex xe =exx =x,(V)x€EG;xxe=x > k +
(x _ k)loga(e—k) = x

& (x —k)09ale=l) = y — k= log,(e—k)=1=>e=k+a€G .....2punct

k+a=2014,k,a€ Z, k> 0= (k,a) € {(1,2013),(2,2012),(3,2011), ..., (2013,1)}, in total
2013 perechi. ................. Ipunct

b) Se verifica asociativitatea pentru k=1005, a=1004. ................. Ipunct
loga(e—k)
x*xx' =e>x' =k +alga-k) €G............... Ipunct

Pentru x = x’ obtinem logZ,p4(x — 1005) = 1=l0g1004(x — 1005) = 1=x; = 2009 € G sau

10g1004(x = 1005) = =1 x; = 1005+ ——€ G........... Ipunct
Problema 2.

cos” X
Fie f:(0,7)> R, f(x)= e,

sin® x
Sa se determine primitiva F a lui f pentru care F(Zj =0 .

Matlap
Solutie
Integram prin parti

u(x)=e-cosx, u'(x)=—e™-(sinx+cosx)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



oy COSX 1
V(X)_sin‘°’x’ (x) 2sin? x

cosX COSX
F(X)=_2 o2

sin?x sin x sin?x

—X

X

COS X 1
h'(x)= , hix)=——""—
(x) sin’ x ( sin x
De unde I=—?———I? dx .
sin x sin x
Deci F(x)=- C(_)SZX .e” i +£?
2sin” X sin X 2 sinXx
Folosind conditia F(%) =0obtinem C =0.
sin X — COS X

Deci functia cautata este F( )
2sin? x

Problema 3

Pentru aeR si beR" consideram functia f

aeRbeR}

G {fa+b|

a+bi

2 puncte

_sinx—cos X o

Cc(1
2sin? x +Cp

Ejﬁnx

:C—>C. f,;(x+iy)=x+(a+ib)ysi notam

a) Sa se demonstreze ca G este un grup necomutativ in raport cu compunerea functiilor.

b) Consideram si grupul H = {fa’b

aeR"be R}, unde f,,

‘R—>R, f,,(x)=ax+bsi

unde operatia este de asemenea compunerea functiilor.

Sa se demonstreze ca aplicatia h:H — G, h(fab)_ f b1, este un izomorfism de grupuri.

aa

Solutie

a)

- Parte stabild: (f,,50f, o X +iy) = f,u(fo (X +iy)= foni(x+(c+di)y)=

= f,.,(x+cy +dyi)=x+cy +(a+bi)dy =x+cy +(a+bi)dy =x+(c+ad +bdi)y =

= fc+ad+bdi(x+ yl):> fa+b|0fc+di = fc+ad+bdi

NOTA: Orice altd rezolvare corectd se evalueazd cu punctaj maxim.



- Asociativitate

- fpiof i = ToaginaiST FeraiOfaini = Fare.ngiJECI Compunerea nu este comutativa. (1p)
- Elementul neutru: £ 1 punct
1
- (fa+bi) = f,§+li L e 1 punct
b d

- deci (G,0)grup necomutativ.

b) (f,,0f,  XX)= f.,(f.4(x)= . (cx+d)=alcx+d)+b=f, 4., (X) ....1 punct

h(fa,bOfc,d )= h(fac,ad+b)= 1=_ad+b+ii $| h(fa,b bh(fcd )= f b : liOf d ;1i = f d b , 1.

deci h este morfism. 1 punct

h este bijectiva = h este bijectiva. .l 1 punct
Problema 4

Sa se determine functia derivabila f : (0, oo) — R stiind ca f '(X) = f (X)+ M +e*, pentru orice
X

x>0si f(l)=e .

Gazeta Matematica

Solutie

Fie functia g:(0,00) >R, g(x)= LXX)— INX. oo, 3 puncte
X-e

f'(x)- 1+1 f(x
R

................ 2 puncte

Deci g este constant. Cum g(1)= ll) =1, rezulta ci g(x)=1 pentru orice x>0 , deci
e

f(x)=@+Inx)xe* , xe(0,0) . .cvverrernnn 2 puncte

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazii cu punctaj maxim.



