TESTARE - CENTRUL DE EXCELENTA

Clasa a XI-a

. Fie matricea A = ( (1) i ) e My (Z).

(1p) a) Calculati A", n € N*.
(1p) b) Rezolvati ecuatia X2 = A, A € M, (R).

. (1p) a) Calculati determinantul 19355 54341

12345 54321 ‘

a b c
(1p) b) Ardtatica | a®> v ¢ |=(a—0b)(b—c)(c—a)(ab+ bc+ ca).
bc ca ab

. Calculati urmatoarele limite:

1
(1p) a) lim (1+n)n;

(1p) b) i < ! + ! + ...+ ! )
im e —);
P n—oo \\/n2+1 /n2+2 Vn?2+n

(1p) ¢) lim /1" + 2"+ ...+ n".
. (2p) Aréatati ca sirul cu termenul general

1 1 1 S

este convergent.



Solutii. 1. a) Prin inductie se aratd cd A" = ( (1] 4 4: L ) , (Y)n € N*.

b) Fie A € M, (R) astfel incat X2 = A. Rezultd det X? = det A = 4, deci (det X)* =
4, de unde det X € {—2,2}.
Notém ¢ = Tr (X) . In ipoteza det X = 2, folosind teorema Hamilton-Cayley, obtinem:
X?—tX42L=0=tX =A+2L =" =9=t==3.

. 1/3 3 11
Prlnurmare,X—i§<0 6>—j:(0 2>.

Asemanator, in cazul det X = —2, obtinem X = + _01 g ) .

Se probeaza usor ca cele patru matrice verifica ecuatia.
2. a) Sciddem prima linie din a doua si obtinem:

12345 54321 12345 54321

12355 54341 10 20 = 2012345 — 10 - 54321 = —296310.

b) Notdm cu A determinantul. Scdzand prima coloand din celelalte doud coloane,
obtinem

a b—a c—a a 1 1
A=|a®> 1V —a? —a?> |=((b-a)(c—a)|a® a+b a+c
be —c(b—a) —b(c—a) be —c  —b
Scadem acum coloana a treia din a doua coloana; avem
a 0 1
A = (b-—a)(c—a)| a®> b—c a+c|=
bc b—c —b
a 0 1
= (b—a)(c—a)(b—c)|a®* 1 a+c|=
bc 1 —b

= (b—a)(c—a)(b—c)(—ab—a* —ac+a® —bc) =
= (a—0b)(b—2c)(c—a)(ab+bc+ ca) .

1
1 1 1\n»
3.a)(l+n)n=Yn+1= <1—|——>=(/ﬁ-(1+—) — 1.
n n
n 1 1 1 n
) < + + ..+ < ;
Vn24n T Vn2+1  Vn2+2 vn2+n T Vn2+1
1 1 1
= lim + + .oV
n—oo \\n2+1  /n?2+2 Vn2+n
) VI"+2"+ ... +n" > Yn"=n— oo = lim 1"+ 2"+ ... + n" = 0.

n—oo

(V)n € N* =

= 1 (criteriul clegtelui).

4. Deoarece a,11 — a, = — > 0, oricare ar fi n > 1, rezulta ca sirul este strict
n
crescator.
Pentru orice n > 1 avem:

"1 i 1 1
n:l —_— = _— = =
w1t Y e =13 ()
k=2 k=2 k
1 1
= 1+l-—-=2--<2
n

Fiind crescator i marginit superior, sirul (a,),~, este convergent.



