
TESTARE - CENTRUL DE EXCELENŢ¼A

Clasa a XI-a

1. Fie matricea A =
�
1 3
0 4

�
2M2 (Z) :

(1p) a) Calcula̧ti An; n 2 N�:
(1p) b) Rezolva̧ti ecua̧tia X2 = A; A 2M2 (R) :

2. (1p) a) Calcula̧ti determinantul
���� 12345 54321
12355 54341

���� :
(1p) b) Ar¼ata̧ti c¼a

������
a b c
a2 b2 c2

bc ca ab

������ = (a� b) (b� c) (c� a) (ab+ bc+ ca) :
3. Calcula̧ti urm¼atoarele limite:

(1p) a) lim
n!1

(1 + n)
1
n ;

(1p) b) lim
n!1

�
1p
n2 + 1

+
1p
n2 + 2

+ :::+
1p
n2 + n

�
;

(1p) c) lim
n!1

n
p
1n + 2n + :::+ nn:

4. (2p) Ar¼ata̧ti c¼a şirul cu termenul general

an =
1

12
+
1

22
+ :::+

1

n2
; n � 1

este convergent.

5



Soluţii. 1. a) Prin induçtie se arat¼a c¼a An =
�
1 4n � 1
0 4n

�
; (8)n 2 N�:

b) Fie A 2M2 (R) astfel încât X2 = A: Rezult¼a detX2 = detA = 4; deci (detX)2 =
4; de unde detX 2 f�2; 2g :
Not¼am t = Tr (X) : În ipoteza detX = 2; folosind teorema Hamilton-Cayley, ob̧tinem:

X2 � tX + 2I2 = 02 ) tX = A+ 2I2 ) t2 = 9) t = �3:

Prin urmare, X = �1
3

�
3 3
0 6

�
= �

�
1 1
0 2

�
:

Asem¼an¼ator, în cazul detX = �2; ob̧tinem X = �
�
�1 3
0 2

�
:

Se probeaz¼a uşor c¼a cele patru matrice veri�c¼a ecua̧tia.
2. a) Sc¼adem prima linie din a doua şi ob̧tinem:���� 12345 54321

12355 54341

���� = ���� 12345 54321
10 20

���� = 20 � 12345� 10 � 54321 = �296310:
b) Not¼am cu � determinantul. Sc¼azând prima coloan¼a din celelalte dou¼a coloane,

ob̧tinem

� =

������
a b� a c� a
a2 b2 � a2 c2 � a2
bc �c (b� a) �b (c� a)

������ = (b� a) (c� a)
������
a 1 1
a2 a+ b a+ c
bc �c �b

������ :
Sc¼adem acum coloana a treia din a doua coloan¼a; avem

� = (b� a) (c� a)

������
a 0 1
a2 b� c a+ c
bc b� c �b

������ =
= (b� a) (c� a) (b� c)

������
a 0 1
a2 1 a+ c
bc 1 �b

������ =
= (b� a) (c� a) (b� c)

�
�ab� a2 � ac+ a2 � bc

�
=

= (a� b) (b� c) (c� a) (ab+ bc+ ca) :

3. a) (1 + n)
1
n = n

p
n+ 1 = n

s
n

�
1 +

1

n

�
= n
p
n �
�
1 +

1

n

� 1
n

! 1:

b)
np
n2 + n

� 1p
n2 + 1

+
1p
n2 + 2

+ :::+
1p
n2 + n

� np
n2 + 1

; (8)n 2 N� )

) lim
n!1

�
1p
n2 + 1

+
1p
n2 + 2

+ :::+
1p
n2 + n

�
= 1 (criteriul cleştelui).

c) n
p
1n + 2n + :::+ nn � n

p
nn = n!1) lim

n!1
n
p
1n + 2n + :::+ nn =1:

4. Deoarece an+1 � an =
1

n2
> 0, oricare ar � n � 1; rezult¼a c¼a şirul este strict

cresc¼ator.
Pentru orice n � 1 avem:

an = 1 +

nX
k=2

1

k2
� 1 +

nX
k=2

1

(k � 1) k = 1 +
nX
k=2

�
1

k � 1 �
1

k

�
=

= 1 + 1� 1

n
= 2� 1

n
< 2:

Fiind cresc¼ator şi m¼arginit superior, şirul (an)n�1 este convergent.
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