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Subiectul |
a) Calculati: 3+4-{150:15—2-[5-10-(441:21-105:5)]+3}
b) Aflati x din: {8+2-[6400:16 —2-(37 + x: 23)]+ 42}:2 =345

Solutie
a)
3+4-{150:15—2-[5-10-(441:21-105:5)]+ 3} =
=3+4-{10-2-[5-10-(21-21)]+3}= (1p)
=3+4-(10-2-5+3) = (1p)
b)

{8+2-[6400:16 —2- (37 + x:23)|+42}:2 =345
8+2-[400: —2-(37 +x:23)]+ 42 =690

2-[400-2-(37 +x:23)] =640

400 -2-(37 +x:23)=320 (2p)
2-(37+x:23)=80

37+x:23=40

X:23=3

Finalizare x =69 (2p)

Subiectul 11
Suma dintre un numar natural, suma cifrelor lui si ultima cifrd a sa este 2013.

Aflati numarul.

Solutie
Se observa ca numarul este format din patru cifre de forma abcd (1p)
relatia devine abcd +a+b+c+d+d =2013 cu a<2 (1p)




l. daci a=2 avem b=0 si 20cd +2+c+2d =2013, rezulta
2000+10c+d +c+2d = 2011 (1p)

rezulta 11c+3d =11
pentru ¢=0, avem 3d =11, imposibil,
. pentru c=1,avem d =0 (1p)

daca a=1,avem a=9 si 19cd +1+9+c+2d = 2013, rezulta
1. 1900+10c +d +c+2d = 2003 (1p)

rezultd 11c+3d =103
pentru ¢=9,avem 3d =4, imposibil
pentru ¢=8,avem 3d =15, deci d =5
pentru ¢=7,avem 3d =26, imposibil
pentru €< 7, obtinem d >9 (1p)

Finalizare numerele sunt: 2010 si 1985 (1p)

Subiectul 111
In magazinul de nave cosmice de pe planeta X sunt 35 de nave cosmice.Unele dintre
ele au cate doua locuri, unele au cite 6 locuri si altele au cate 11 locuri. In total, se pot numara
240 de locuri in toate navele. Aflati cate nave sunt, din fiecare fel, stiind ca numarul celor de 6
locuri este de 4 ori mai mare decat al celor de 2 locuri.
Gazeta matematica 3/2013

Solutie
a+b+c=35 (1p)
2a+6b+11c = 240 (1p)
b=4a (1p)
inlocuind b =4a in primele doua relatii se obtine 5a+c =35 si 26a+11c = 240
din 5a+c=35 rezulta a<7 (1p)

daca a=1 obtinem ¢ =30, care nu verifica cea de a doua relatie
dacd a =2 obtinem ¢ =25, care nu verifica cea de a doua relatie
daca a =3 obtinem ¢ = 20, care nu verifica cea de a doua relatie
dacd a=4 obtinem C =15, care nu verifica cea de a doua relatie
daca a=>5 obtinem ¢ =10, care verifica cea de a doua relatie

dacd a =06 obtinem C =5, care nu verifica cea de a doua relatie (2p)
Finalizare: 5 nave cu 2 locuri, 20 nave cu 6 locuri si 10 nave cu 11 locuri (1p)
Subiectul 1V

Fie sirul de numere naturale : 2013,2014,2012,2013,2011,2012,2010,..., avand pe pozitia 1
numarul 2013, pe pozitia 2 numarul 2014, pe pozitia 3 numarul 2012 si asa mai departe.
a) Pe ce pozitii se gaseste numarul 2000?
b) Cati termeni are sirul?

c) Calculati produsul numerelor din sir.



Solutie
a) Sirul este format dupa regula “un pas inainte si doi inapoi”, avand pe pozitiile impare sirul

numerelor naturale descrescator. Deci pe pozitia 2n+1, n>0 se afla numarul 2013-n care mai apare

0 data dupa alte 3 pozitii (2p)
Cum 2000=2013-13=n=13= 2000 se gaseste pe pozitiile 27 si 30 (2p)

b) Cum 0=2013-2013=n=2013=0 se gaseste pe pozitia 4027 dupa care mai apare 1=Sirul are
4028 termeni (2p)

¢) Cum in sir apare si 0, produsul este 0 (1p)
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Subiectul |
Fie A suma patratelor a 10 numere naturale consecutive si

B=11%+22% +33* +...+99".

Aflati resturile impartirii numerelor A si B la 10.

Prof.Danciu Alin Florin
Solutie

Ultima cifrd a numirului A este ultima cifrd a numarului 0% +1* + 2 +---+ 9% (1p), adici ultima
cifrda a numarului 0+1+4+9+6+5+6+9+4+1, care este 5 (2p), rezulta ca restul impartirii lui
A la 10 este 5. (1p)

Ultima cifrd a numarului B este ultima cifrd a numarului 1+6+1+6+5+6+1+6+1,
care este 3 (2p), rezulta ca restul impartirii lui B la 10 este 3. (1p)

Subiectul 11
Un numar natural diferit de 0 si 1 se numeste numdr bun muresan, daca este
numadr prim sau patrat perfect.
a. Verificati daca numerele 2013 si 1225 sunt numere bune muresene.

b. Aratati ca daca numarul divizorilor unui numar natural, diferit de 0 si 1 este numar
prim, atunci este numar bun muresan.
Prof.Vasile Ginta, prof.Szabo Zoltan

Solutie
a. 2013=3x671 este numar compus, = 2013 nu este prim (1)
1936 < 2013 < 2025
44% < 2013 < 457, = 2013 nu este patrat perfect (2)
Din (1) si (2) = 2013 nu este numar bun muresan. (1p)

1225 =5x 5 x 7 x 7 = 35 este patrat perfect = 1225 este numdr bun muresan. (1p)




b. Daci n > 2, atunci n descompus in factori primi este de forma n = p;™p,"...p¢", unde
P1, P2, ... , Pk SUNt numMere prime.

Notam cu N numarul divizorilor lui n, si avem N=(n;+1) (ny+1)... (nt+1). (1p)
N este numadr prim, atunci el este egal cu 2 sau este numar impar. (1p)
Cazul 1.

Daca N = 2, atunci unul din factorii lui N este egal cu 2, iar ceilalti sunt egali cu 1.Deci
n;+1 =2 (de exemplu) si np+1=ng+1=... =n,+1=1.Vom avea n; = 1 si n;= nz=... =n,=0 de
unde rezulta n= p; numar prim.(1p)

Cazul 2.

Daca N = 2k+1 (prim), atunci unul din factorii lui N este egal cu 2k+1, iar ceilalti sunt
egali cu 1. Vom avea n; = 2K si n,= n3=... =n=0 de unde rezulta n= p,* patrat perfect.(2p)

Subiectul 111

. . . . 0,1234...20122013

Determinati primele trei cifre zecimale ale numarului n = .
0,20132012...4321
Prof.Radu Botez
Solutie
012335 _ 1 6131 (1p)
0,20133
012346 _ 4 6132 (1p)
0,20132
0,12345 0,12346

<0,6132 (3p). In final primele trei zecimale ale

<n<
0,20133 0,20132

numarului n sunt 6, 1 si 3. (2p)
Subiectul 1V
Aratati ca numarul A=6°"*+6°"" +1 se divide cu 43, pentru orice numar natural n.

Deducem ca, 0,6131<

Gazeta matematici 6-7-8/2013

Solutie
A=6""216""11=6"(6%+6)+1 (2p)

A=6>".42+1=(6%)"(43-1)+1=216"-43-216" +1 (2p)
A=M,,—(215+1)" +1=M,, —(43-5+1)" +1 (2p)
A=M;-1+1=M, (1p)
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Subiectul |

+.t+l—— |-—=,n€
2013 2013 2013 ) 4026
a. Calculati valoarea numarului A pentru n=5;

Se considera numarul A(n)—l (1 L +1—— 2 1 n j n+l

b. Ardtati ca A este numdr natural pentru orice numar neN’.
Solutie

1 2 3 4 5 6
+1 +1 +1 +1 —
2013 2013 2013 2013 2013) 4026

2) A(S)%[l (1p)

1(2013+1 2013+2 2013+3 2013+4 2013+5 6
A(B) == + + + + -
5\ 2013 2013 2013 2013 2013 4026 (1p)

AGS) _(5 2013+15j 6 _15(2013+3 3 2013,
2013 4026 5 2013 2013 2013
) Am=<. 1-L 412 4 4 N N+l
n 2013 2013 2013,/ 4026
1 2013+1 2013+2 2013+n n+1
A(n)== + +.+ —
n 2013 2013 2013 4026
A(n)_l 2013n+(12021;3+m+n)j_2022
n (Lp)
20130+ "N+
1 n+1
A(n)==- —
n 2013 4026
2
A(n):l- 4026n+n"+n) n+1
n 4026 4026

(1p)




A(n) = 1 n(4027+n) n+1

n 4026 4026 (1p)
4027+n n+1 4026
4026 4026 4026

A(n) = =1eN (1p)

*k*

Subiectul 11

Demonstrati ci numirul 2014°°"%29%4 201579329 ny se poate scrie ca sumi de doud numere
prime.
Elev Buna- Marginean Alex, cls.a IX-a, C.N Al.Papiu llarian

Solutie

Presupunem, prin reducere la absurd ci numirul A=2014?°"#29%3+ 2015°9*%2°* se poate scrie ca 0
suma de doud numere prime. (1p)
Cum A este impar, rezulta cd acesta acesta se scrie sub forma A=2+p, unde p=

201420122013 4 901520132014 _ 9 este un numir prim. (1p)
Dar 201420122013 + 201520132014 — (2016 _ 2) 20122013 + (2016 _1) 20132014 2 (1p)

Folosindu-ne de formula (a+b)" =M, +b", unde a,b,n sunt numere naturale si M, inseamna

un multiplu natural al numarului a, obtinem:
p — M 2016 + (_2) 20122013 + M 2016 + (—l) 20132014 2 — M 2016 + 220122013 _1 (1p)

Dar 2016 =7-288, de unde p =M, + 22981, (1p)

Atunci:

p=M, +8" _1=M, +(7+D)*°"*" —1=M, +M, +1-1=M,  (1p)

de unde rezulta ca p este un numar prim divizibil cu 7, absurd(evident p nu poate fi 7).

Astfel, rezultd cd numarul 2014°°'2%°"*+ 2015*°**%°" nu se poate scrie ca o sumi de doud numere

prime. (1p)

Subiectul 111
Se considera patratul ABCD si punctele E € ( AB) , respectiv F € (BC) astfel incat
AB =2 AE si BC =4BF . Sa se demonstreze ca:
a. DE 1L EF;
b. <ADE = <« FDE.

*k%k
Solutie.

a) Fie M mijlocul laturii (BC) rezulti ca (EF ) este linie mijlocie in triunghiul ABM ,
deci EF ||AM . (1p)
Din congruenta triunghiurilor dreptunghice ABM , respectiv DAE ( C.C) rezulta
m(« MAB) = m(x EDA) = 90" — m(x AED), de unde rezulta DE L AM (1p)
Deci DE 1 EF. (1p)
b). Fie {G} = AD n EF . Din congruenta triunghiurilor dreptunghice BEF , respectiv AEG rezulta

caEF = EG ,(1p) asadar (DE) este mediana, respectiv indltime in triunghiul DGF , deci
triunghiul DGF este isoscel (1p), adica (DE este bisectoarea unghiului <« ADF (1p)



Deci, <ADE = < FDE. (1p)

Subiectul 1V
Pe laturile paralelogramului ABCD se construiesc spre exterior triunghiurile
echilaterale AEB, BFC , CGD, DHA. Sa se arateca:
a) Patrulaterul EFGH este un paralelogram.
b) Triunghiurile EDF si GBH sunt echilaterale si congruente.
Maria Pop, Cluj-Napoca
Solutie.
a) Aratamca AHDG=AFBE: BF =BC=AD=DH si BFIDH (deoarece CBIAD si

<CBF =< ADH). (1p)
Analog BE = DG g BEIDG. Din FBIHD gj EBIGDrezulta < FBE =< HDG.(1p)

In plus din BFIDH si <BFE =<DHG rezulta HGIEF (si cu HG=EF), deci

EFGH este paralelogram. (1p)
b) Aratam ca ACDF = AAED: CD=AB=AE; CF=BC=AD Si

m(< DCE) =m(< C)+60° = m(< A)+60° = m(< EAD). Rezulta DE=DF. (2p)
in plus,

m(< EDF)+ m(< CDF)+ m(< ADE) = m(< D) & m(< EDF) + m(< DEA)+ m(< ADE) =180° —m(< A)

< m(< EDF)+[180° —m(< A)-60°] =180° —m(< A) < m(< EDF) =60°. (1p)
In concluzie triunghiul EDF este echilateral.  (1p)
Analog se arata ca triunghiul GBH este echilateral: AHAB=ABCG, BH =BG si

m(< HBG) = 60°,

Pentru congruent a triunghiurilor echilaterale EDF si GBH este suficient sa folosim de
la a) congruenta: EF =GH .
Observatie. Si triunghiurile HCE si FAG sunt echilaterale si congruente.
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Subiectul 1
Aritati cd daca x € (a;b) si y e(c;d), unde a,b,c,d, x,yeR, a<b si c<d, atunci este

adevdratd inegalitatea: 2xy —x(c+d)—y(a+b)+ad +bc<0.
*k*k

Solutie
XxX>a=>x—-a>0

= (x-a)(y—-d)<0=xy—xd —ay+ad <0 (3p)
y<d=y-d<0

b= x-b<0
X<b=x=b= }:(x—b)(y—c)<O:>xy—xc—by+bc<0

y>c=>y-c>0 (2p)

Adunand relatiile de mai sus se obtine: 2xy —x(c+d)—y(a+b)+ad +bc <0 (p)

Subiectul 11
Sa se determine numerele naturale n pentru care numarul +/n +1—+/n este numar rational.
Maria Pop, Cluj-Napoca

Solutie

_ . 1
Daca \/n_+1—\/_=ap, p,geN, g=1 atunci %:m=\/n_+l+\/ﬁ
siastfel din Vn+1+vneQ si vn+1-v/neQ (2p)
Rezultd Vn+1eQ siv/neQ= Jn+leNssi/neN. (1p)
Rezulta n=k?, keN si Vk?+1eN. (2p)
Dar Vk? +1>ksivk?+1<k+1 (<> k*+1<k?+2k+1) cu egalitate doar pentru k =0. (1p)

Astfel n=0 este unicul numa r natural n pentru care ~/n+1—+/n este numar rational. (1p)




Subiectul 111
Fie triunghiurile ABC si ADE in plane difterite cu mediana AM comun, {M } = BC n DE
si punctele P, Q, R si S, respectiv pe segementele [AB], [AC], [AD] si [AE] astefel incat
AP AQ AR AS
PB QC RD SE
a. P,R,Q,S sunt varfurile unui paralelogram;
b. Daci AB? + AC? = AD? + AE?, atunci P, R, Q, S sunt varfurile unui

. Sa se arate ca:

dreptunghi.

*k*k

Solutie
: _ AP AQ
a) Conform R.T.Thales,din faptul ca B Q_C rezulta PQ || BC. Analog avem SR || ED (2p)
Notam {O} = AM N PQsi {O'}= AM NSR
Din M mijlocul [BC] si [ED] obtinem O mijlocul [PQ] si O’ mijlocul [SR] .
AS AO' AP AO
Deci s ~ o'm St pg oM ©btinem O=0’. 1p)
Deci PQ si RS au acelasi mijloc, adica PRQS paralelogram. (1p)

b) Aplicand Teorema medianei in triunghiurile ABC si AED si utilizand relatia din ipoteza, rezulta
caBC=DE. (1p)

Din TFA rezulta PQ=RS (1p)

Deci PRQS dreptungi (1p)

Subiectul 1V

Demonstrati c¢d numarul 201421229134 2015%°3%°' ny se poate scrie ca sumi de doud
numere prime.
Elev Buna- Marginean Alex, cls.a IX-a, C.N Al.Papiu llarian

Solutie

Presupunem, prin reducere la absurd ci numiarul A= 201421229131 2015%°132°1 e poate scrie ca 0
suma de doua numere prime. (1p)
Cum A este impar, rezulta ca acesta acesta se scric sub forma A=2+p, unde p=

201420122013 4 901520132014 _ 9 este un numir prim. (1p)

Dar 201420122013 + 201520132014 — (2016 _ 2) 20122013 + (2016 _1) 20132014 2 . (1p)

Folosindu-ne de formula (a+b)" =M, +b", unde a,b,n sunt numere naturale si M, inseamna
un multiplu natural al numarului a, obtinem:

p=M,,+(-2) 20122013 __\1 o1+ (<1) 20132014 _ o _ ro1s+ 12013 _1 (1)

Dar 2016 =7-288, de unde p =M, + 22012913 1, (1p)
Atunci:

p=M, +8*"_1=M, +(7+D)***" -1=M, +M, +1-1=M,  (1p)

de unde rezulta ca p este un numar prim divizibil cu 7, absurd(evident p nu poate fi 7).
Astfel, rezultd ¢ numiarul 2014*°%2°%4 20157932 ny se poate scrie ca o sumi de doud numere

prime. (1p)



