Inspectoratul Scolar al Judetului Galati
Societatea de Stiinte Matematice din Romania Colegiul National ,,Vasile Alecsandri”

Filiala Galati str. Nicolae Bilcescu, nr. 41, Galati
Concursul Interjudetean de Matematica ,,Cristian S. Calude”
editia a XIV-a
Galati, 26 octombrie 2013
Clasa a VIII-a
Problema 1.

In AABC, m(£B)=30°, m(£C) =15, iar punctul M este mijlocul laturii [ BC].
a) Sa se determine valoarea raportului BC .

AB-AC
BC

b) Sa se demonstreze ca AM =

Petre Batranetu, profesor, Galati

Problema 2.
a) Sa se demonstreze cd |x—1|+|x—5|+|x—9|+|x—13|+..[x—2013| 2 504> , Vxe R.
In ce situatie se realizeaza egalitatea ?

Mihai Totolici, profesor, Galati
b) Se considera numarul natural x =112000...0896 .
—

n zerouri

Sa se determine ne N pentru care numarul x este patrat perfect.

Alexandru Ionescu, elev, Galati

Problema 3.
a) Punctele M,, M, , M, ,M, situate in plan verifica proprietatea ca distanta dintre oricare doud

dintre ele este situata in intervalul [2013; 2013- \/5 ] .

Sa se demonstreze ca exista un cerc pe care sunt situate cele 4 puncte, a carui raza se cere a fi
precizata.

Prelucrare Constantin Ursu, profesor, Galati
b) In triunghiul ABC , AB # AC, se considera bisectoarele (BD , respectiv (CE ,De (AC ) ,

E € (AB). Mediatoarea segmentului [EC ] intersecteaza dreapta BD in punctul M . Fie
DF || ME , F € EC. Sa se demonstreze ca [BF] E[FD].

destesk
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SOLUTII

Problema 1.
Solutie. a) Fie CD L AB, De AB. in ABCD dreptunghic, m(£B) = 30°, deci BC=2-x, unde
x=CD . Din m(£BCD)=60° si m(LACB)=15" , rezultd ca m(£LACD) = 45", deci triunghiul ADC

. . . BC 2.
este dreptunghic isoscel cu ipotenuza AC = x- V2 . Prin urmare , — = =X - J2.
AC x- \/5

b).Conform punctului a), rezulta ca ¢ - - AC ,deci AACM ~ ABCA (L.U.L.), asadar
C x+2 BC

MC:AC:AM _ de unde AM:AB-AC'

AC BC AB BC

Problema 2.

Solutie. a) Avem succesiv,

x—1]+|x=2013|=|x—1|+[2013 - x| 2|x—1+ 2013 - x| = 2012, iar egalitatea
are loc atunci cand x—1 si 2013—x au acelasi semn, adicd xe [1; 2013]. Analog rezulta inegalitatile:

|x—5|+|x—2009] 22004, |x—9|+|x—200521996,...,|x—1005|+|x—~1009| > 4, de unde, prin adunare
rezulta ca

2016-252

|x—1|+[x =35 +|x—9|+|x—13|+... |x —2013| 2 4+12+20+...+ 2012 = =504’

Egalitatea are loc atunci cand xe [1;2013]0[5;2009]0...0[1005 ;1009] ,de unde xe [1005 ; 1009].
b) Pentru n=0, x=112896 =336".

Fie neN". Atunci x=112-10"" +896=112-(10"" +8) =47-7-(10"* +8), deci
10" +8=7-k ,ke N, de unde u(7-k*)=8, adicd u(k*)=4, deci u(k)e{2,8}.

Cazul 1.

u(k)=2,deci k=10-a+2, ae N'. Rezultd ci 10" +8=7-(10-a+2)" =700-a* +280-a + 28, deci
10" =700-a” +280-a+20 , de unde 10" =70-a’ +28-a+2: 10, adicd 2+(35-a> +14-a+1): 2*-5°,
de unde rezulti ci 35-a° +14-a+1:4 .Se observicd a=2-b+1, be N si varezulta ci

35-a" +14-a+1=35-(4-b> +4-b+1)+14-(2-b+1)+1=M,+50 =M, +2 , contradictie.

Cazul 2.

u(k)=8,deci k=10-a+8, ac N'. Rezulti ca 10" +8=7-(10-a+8)" =700-a*> +1120- a + 448, deci
10" =700-a* +1120-a + 440 : de  unde 10" =70-a’ +112-a+44:10°, adica
2-(35-a2+56-a+22)5 2°.5% de unde rezulti ca (35-a2+56-a+22)5 4 ,deci35-a* =M, +2, adici

a’ =M, +2, contadictie.



Deci n =0 este singura solutie a problemei.

Problema 3.
Solutie. a) Fie 2013=n, ne N". Din ipoteza rezulti ci

M[sz <2-n’, MM, +Mij2 >n*+n°=2-n", deci M\M,’ SMisz +Mij2, adica cele trei
puncte sunt varfurile unui triunghi ascutitunghic, cel mult dreptunghic, oricare ar fi indicii distincti
i,j.ke{l,2,3,4}. Mai mult, rezultd ca toate cele 4 puncte sunt varfurile unui patrulater convex

(justificare prin reducere la absurd), cu unghiurile cel mult de masurd 90°, dar cum suma masurilor lor
este 360", rezultd cd toate cd cele 4 puncte sunt varfurile unui dreptunghi, fie acesta MM, MM, ,
evident patrulater inscriptibil. Daca M\M, =a, M,M,=b , din
2.0 =n+n*<a’+b*=M M} <2-n’, rezultd cd a=b, deci M,M,M M, este un pitrat de laturd

-2 V2

a = n, iar raza cercului circumscris este R=—=2013-—.

b) Bisectoarea(BD intersecteaza cercul circumscris triunghiului EBC 1intr-un punct M, si din

proprietatile unghiului inscris in cerc, rezultd cd arcele M,E si M,C sunt congruente, deci

[M E]=[MC], asadar M, se afld pe mediatoarea segmentului [EC], adici M =M,. Rezultd ca
. e . 1

patrulaterul EBCM este inscriptibil, deci m(<BCE):m(<):EMB):m(<DCE):§'m(<ACB) (1).

Din ME||DF rezultd ca m(<«EMB)=m(<FDB) ( corespondente) si din (1) rezultd ca

m(<«BCF)=m(<«FDB), deci patrulaterul BCDF este inscriptibil, si deoarece (CF este bisectoarea

unghiului <ACB, rezulti ci arcele BF si FD sunt congruente, deci coardele [BF] si [FD] sunt
congruente.
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BAREM DE CORECTARE NOTARE

Problema 1

a) Obtinerea relatiilor BC=2-x, AC= x-\/z ,unde x=CD , D= pr,,C..................... 2 puncte

Finalizare: BC 2 et 1 punct
AC

b) Obtinerea relatiei A e 1 punct

AC BC

AACM ~ ABCA (LU L)) oo eeeeeeeeeaaaaeeeaeaaassaaesasasesassssssssssssssssssssssssssssssennees 2 puncte

FINALIZATE.......coeeiieeeiie ettt ettt e et e et e e tb e e etaeeessbeeenaseeensaeessseaesnseeennseeennses 1 punct

Problema 2

a) Obtinerea relatiei |x — 1| + |x — 2013| 22012, cu discutarea egalitatii.........ccccceerverreennnenne 1 puncte

Obtinerea celorlalte inegalitati analoage...........cceevueeriiiiiiiiieiieieeeee e 1 punct

Finalizare, cu diSCutarea SEMNUIUL ;=" uuuueeeiiieieiiiiieeee ettt eeeeeetaaeeeeeeeeeesaaanreeseeeeens 1 puncte

D) Pentrt 72 =0, X =112800 = 3307 ..ot ettt eee et et eseeeeeeeenene 1 punct

Obtinerea relatieil0"” +8=7-k* ,ke N',unde x=4°-7- (10’Z+3 +8) neN 1 punct

Discutarea cazultui K =10 @42, GE N oo ee e e e e e e s et ees e e e e e e e e eeeeens 1 punct

Discutarea cazultui £ =10 @48, @€ N oo oo oo e e eee e s eeeees e e e e e e seeeeeans 1 punct

Problema 3

a) Justficarea faptului ca triunghiul M; M, M, este ascutitunghic, cel mult dreptunghic,

Vi, j,ke{l,2,3,4}, distincte dOUd CALE AOUZ........ovrveeieieeirieieireeeieie e 1 punct
M M, ,M,,M, sunt varfurile unui patrulater CONVeX..........ccccoevvvininiiiiiiiiiiiiiiiinccccnas 1 punct
M, ,M,, M, , M, sunt varfurile unui dreptunghi............cccccoeiiiiiniiniiiinini 1 punct
e o 2
M, .M, ,M,,M, sunt varfurile unui patrat, iar R =2013 7 .................................................. 1 punct
b) EBCM este patrulater inSCriptibil........coccueiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeteeeeeceee e 1 punct
BCDF este patrulater inSCTiPtibil........coouiiiiiiiiiiiiiiiiiieecte e 1 punct
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