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Clasa a IX-a
Problema 1.
Si se rezolve in R, ecuatia: (5x° +3x+2)(5y° =3y +2)=31xy

Profesor Petre Bitranetu, Galati

Problema 2.

a) Determinati numerele naturale nenule n pentru care existd x,y € R, x,y >0, astfel incat

\/;+\/;:2 sivx+n+.y+nelN.

b) Determinati numerele reale x,y,z >0 sin e N astfel incat
Jx+ y+\/;:1$i\/x+n+\/y+n+\/z+n eN

Profesor Georgeta Balacea, Galati

Problema 3.

Fie triunghiul isoscel ABC cu (4AB) =(AC) st masura <ABC =75°, punctul M este simetricul

lui B fata de dreapta AC, punctul N este simetricul lui M fata de A.
Daca NP(\BM ={K}, MP(\NB={E}si AB(1NC ={P}, se cere:

a) Raportul dintre aria triunghiului MEN si aria triunghiului MEB.

b) Valoarea raportului NP
PK

Constantin Ursu, profesor, Galati
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Clasa a IX-a

SOLUTII

Problema 1.
Solutie.
Solutie: Aplicdm inegalitatea mediilor si avem:

5x% +2>24/5x% -2 =24/10x
597 +22>24/5)% -2 =210y

Deci (5x% +3x+2)(5y> =3y +2) = (24/10x + 3x)(2v/10y = 3p) = (2410 + 3)(24/10 = 3)xy = 3 1xy

2
Avem egalitate dacd: 5x* =2,x = \/; si 5P =2,y= \/%

Problema 2

Solutie.
a)Cazul I. Daci x=y atunci x=y=1 =>n=m’-1,meN,m>2.

Cazul II. Daca x # y, fie k=vx+n++y+neN.
ey =2=x>1sauy>1 = k>Vn+Vn+1>Van+1. (%)
k <2Nn+2.(*%)

Din (*) i (**) = 4n+1<k’><4n+8.
Restul impdrtirii oricarui patrat perfect la 4 este 1 sau 0 = k* € {4n+4,4n+5}
Cazul IL.1. k* =4n+4. = k=2m,meN'si n=m’ —1 = solutiile sunt x=y=1.
CazulI1.2. i =4n+5=k=2m+1meN sin=m>+m—1.
Rezolvand sistemul
N
\/x+n+\/y+n:\/4n+5
1 [4n+5 . 1 [4n+5

Se obtin solutiile : x=1+— si y=1-—
2\V4n+1 2V 4n+1

Prin urmare, solutiile problemei sunt : n = m —1l,meN,m>2 sin=m*>*+m—-1,meN,m>1




b) Fie N=+x+n +\/y+n +~Jz+n eN.

. 1
Cazul I. Daca x=y=z atunci 3WJx=1=x= y=z= 5

N =3 é+n =VIn+1eN=> N =9n+1=N=9%+LkeN.

Pentru k =0 consideram doar valoarea N=1.
Prin urmare, N> =9n+1=(9k +1)*> = n=9k> 2k, k e N.
Cazul II. Daca x,y,z nu sunt toate egale, atunci

N’ :x+y+z+3n+2(\/(x+n)(y+n)+\/(x+n)(z+n)\/(z+n)(y+n)).

+n)(y+n)<n+ i ,CU egalitate pentru x =y
. x2y i

X+z )
=<J(x+n)z+n)<n+ 5 ,cu egalitate pentru x =z

1/(z+n)(y+n)£n+z+

Din inegalitatea mediilor

J ,cu egalitate pentru z=y

Dar x,y,z nu sunt toate egale
= \/(x+n)(y+n)+\/(z+n)(y+n)+\/(x+n)(z+n) <3Bn+x+y+z=>

N?> <9n+3(x+y+2z)<9n+3 (1).

J(x+n)(y+n)=n+./xpy, cuegalitate daca si numai dacix =y
Jx+n)z+n)>n+ «/;, cu egalitate daca si numai dacix =z =

Jez+n)(y+n)>n+ \/;, cu egalitate daca si numai dacaz=y

\/(x+n)(y+n)+\/(z+n)(y+n)+\/(x+n)(z+n)23n+\/5+ Xz +\yz =
N*>9n+(x+y+2)+2(Jxy +yz +Vx2) = 9n+ (Vx +/y +42)* =9n+1. 2)

Din relatiile (1) si (2) rezultd cd 9n+1< N> <9n+3= N’ =9n+2.

Dar N> =9:C+ R, unde R €{0,1,4,7} = N* # 9n + 2 = cazul x,y,z nu sunt toate egale nu convine.

. . 1 S
Prin urmare solutia x=y=z= 3 este unicd, iar n e {9k* £2k / ke N}

Problema 3
Solutie.

a) m( XABC)=m( £ACB )=75° = m(«xBAC)=30°;
AC este mediatoarea [BM] = A4ABM este isoscel = m(xBAM ) = 60°

= AABM este echilateral.

In triunghiul NBM, AB=%MN , = m(<NBM ) =90°

Notim AB=a = NB = a+/3.




NB 1 BM
{ = NB|| AC

AC L BM

In triunghiul ABM, [AA’] este bisectoarea unghiului BAM = m( £4' AM )=30°
= m(xXCAN) =150°
In triunghiul NBM avem : AB=AN=AM;
Dar triunghiul ABC este isoscel = AC=AN = triunghiul NAC este isoscel
= m(XANC) =m(«xACN) =15°
NBJ|| AC = xACN = «<BNC = m(«XBNC) =15°. Prin urmare, (NC este bisectoarea unghiului MNC.
In A NEM rezultd conform teoremei bisectoarei :

EP NE )
PM  NM
In triunghiul NEM se aplica teorema lui Menelaus cu transversala A-P-B :
MA NB  EP 1)
AN BE PM
NE 23

Din (1) si(2) rezultd ca —=——.
(Dsi(2) B 3
Se arata ca :

Aria AMEN NE 23
Aria AMEB  EB 3

b) Se aplica teorema lui Van-Aubel in triunghiul BNM:

NE NA NP NP 243 NP 3+23
+ = deunde —=——+1 = =

EB AM PK PK 3 PK 3
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Clasa a IX-a

BAREM DE CORECTARE NOTARE

Problema 1

o 542> 245x7 -2 =24/10x
2 puncte pentru inegalitatea mediilor:

5y +22>245y% -2 =210y
2 puncte pentru justificarea

L (5x% +3x+2)(5y° =3y +2) = (2/10x + 3x)(2v10y — 3y) = (2410 + 3)(23/10 = 3)xy = 3 Lxy
2 puncte pentru 5x> =2 si 5y° =2

1 punct pentru finalizare :
\F \F
xX=,=x=,|=
5 5

Observatii: Pentru orice alta solutie corectd problema va fi evaluata cu 7 puncte.

Problema 2

a) 4 puncte:
1 punct pentru cazul I. Daci x=y atunci x=y=1 =>n=m’ —1,me N,m > 2.
Cazul II.

1 punct pentru justificarea relatiei 4n+1<k><4n+8 =k’ € {4n+4,4n+5)
1 punct pentru justificarea obtinerii solutiilor x=y=1.
1 punct pentru justificarea obtinerii solutiilor n = m*=1l,me Nym=>2 sin=m>+m—-1,me N,m=>1

b) 3 puncte:
Cazul L.

1 punct pentru obtinerea solutiilor x=y =z :é sin=9k>+2k, ke N.

Cazul II.
Daca x,y,z nu sunt toate egale.

1 punct pentru justificarea relatiilor N> <9n+3(x+ y+z)<9n+3 (1). unde
N=\/(x+n)(y+n)+\/(x+n)(z+n)\/(z+n)(y+n) si
N2>+ (x+ y+2)+ 2 xy +yz +Vx2) =+ Nx +[y +v2)* =9n+1.




1 punct pentru justificarea unicitatii solutiei:

I .
x=y=z=§ sin=9k*+2k, ke N.
Observatii: Pentru orice alta solutie corectd problema va fi evaluatd cu 7 puncte.

Problema 3

a) 1 punct daca justifica :
AAMB este echilateral si m(xxNMB)=90°.
1 punct daca aplica teorema bisectoarei in ANEM .

2 puncte daca aplica teorema lui Menelaus si calculeaza B 3

NE 243

1 punct pentru finalizare.

b) 1 punct aplicarea teoremei lui Van-Aubel
1 punct pentru finalizare.

Observatii: Pentru orice alta solutie corectd problema va fi evaluata cu 7 puncte.
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