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Clasa a XI-a
Problema 1.
n+3 n+3 n+3
a) Fie sirul (x,) ., definitastfel: x =x, =0;x3 =1si [] (I1+x)=4+ 2 x si Il (I+x)=1.
nz k=n k=n k=n+l1
I+x, I+x,

Studiati monotonia sirului (xn )n>1 si calculati sup
- I’LEN* xn+l

si inf
+2 ne N 2+x}’l+l

Constantin Ursu, profesor, Galati

b) Rezolvati in multimea R inecuatia: x-[x]2 oloe3 ] ynde prin [x]s-a notat partea intreagd a

Iui x.

Problema 2.

X y Z

Sa se rezolve In R sistemul: 5()62 +1) 6(y2 +1) 7(Z2 +1)
x-yty-z+z-x=1
Vasile Popa, profesor, Galati

Problema 3.
Fiind dat ne N,n > 2, sa se determine numarul maxim de termeni nenuli din suma

n
Z |f(i)—f(j)| dupa toate alegerile functiei f :{1,2,...,n} ->{a,b,c}unde a,b,ce R fixate si

i, j=1
distincte doua cate doua.

Dorin Andrica
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Clasa a XI-a

SOLUTII

Problema 1.

Solutie. a) Ipoteza se poate scrie (14 x, ) (1+ X4 ) (1+ x40 ) (1+ X,45) =4+ X, + X1 + Xpi0 + X3
Notand 1+ x, = a,, relatia devine a,-a,,,-a,,, a,3=a,+a, +a,,,+a,. sautrecind

n in n+1 obtinem Ayl " Apyp  Apy3 Oppg = Ay Ty Ty 310,14
Scdzand acum ultimele doud relatii avem (a,,4 —a, ) (d,41 @p4n - aye3—1) =0 si tindnd cont de

ipotezd avem a, = a,,4,(V)n =1, adicd sirul (a,) _ este periodic de perioadd 4.

n=1
Cum x, =a,—1 avemsi sirul (x,) _ periodic de perioadd 4 deci acesta nu este monoton.
K n=1

1+x, 112 : . . . .
€ {—,—,—,2} deci marginea superioard cautata este 2 iar marginea

In continuare avem ,—,
235

Xn+l

) . 1
inferioara este 5 .

b) Avem x>0 conditie de existenta;

Daca xe (0,1) inegalitatea devine 0> 9[10g3 1 fals;

Daca x>1 atunci putem considera x=3%.3% ke N,ae [0,1). Avem 3k < [x]<x= 3K+ gau
k <logs[x]<log;yx=k+a = [log; x]=k deciavem log; x+log;[x]|2k+a+k=2-k+a

32k _ 32'[log3 x| _

de unde rezulta ca x-[x] > 9[log3 x]. Deci solutia inecuatiei este intervalul [l,oo) .

Problema 2.

Solutie. Observam ci x,y,z sunt fie pozitive, fie negative. Analizam cazul x, y,z€ (0,00):
S T "~ A o . ..
Consideram a, 3,y € (O’EJ astfel incat x=rga,y =1g,z=tgy. Avem in continuare relatiile:

iga-tgf+igBtgy+igy-iga=11ga-(1gf+igy)=1-1gf-1gy &
1-1gf 18y _

o tga=
wgh+igy  1g(f+y)

=ctg(ﬁ+7)®tga=tg(§—ﬁ—7j@0!+/3+7:%+k.7z

Dar a,f,ye (Ogj decik =0 adica 0:+,8+7:%,



tga sin2-a

N . X
Avem 1n continuare = =tga- cos’ar =
x“+1 tgta+1

sin2-a _sin2-f sin2-y
5 6 7

Consideram triunghiul AMNP cu laturile MN =5, NP =6, PM =7 si unghiurile

XP=2-a,<M =2-[,<N =2-y sicu notatiile obisnuite avem:

si analog celelalte relatii deci obtinem:

cu2-a+2-f+2-y=rx.

-5)-(p=6
I8y = —(p )(p )=—6deci

p-(p-7) 3

Jo 246 6

>y » <

6 9 3

In cazul in care x,y,z€ (—oo,O) facem notatia m =—x,n=—y, p =—z si reducem la primul caz,
obtinand solutiile negative x = —%, y= —#, 7= \/36 .

Problema 3

Solutie. Observam ca fiecare functie f:{l1,2,...,n} — {a,b,c} determina o partitiec a mul{imii
M ={12,...,n}si anume M =M, UM, UM, unde s-a notat
M, ="' ({a)). My = f7(101). M = 7 ({e}).
Pentru o functie fixatd putem scrie :
n
Ylro-rhl= Y 1f@O-r0) (1)
i,j=1 (i,jeMxM

Dar  MXM =M, UM,UM)x(M,UM,UM_.)=(M,xM,)U(M,xM,)U(M,xM_)U...
UM xM UM xM ) )U(M,xM ) adica se produce o partitie a multimii M XM .

Daca (i, j)e M, xM, sau (i, j)e M, xM, sau (i, j)e M XM, atunci termenii corespunzatori din
suma (1) sunt nuli. Deducem ca termenii nenuli din suma (1) sunt aceia care corespund situatiei cand
(i,j)e M, xM)OUWM XM H)UM,xM )M, xM UM . xM,)UM_,xM,) adicdi sunt in
numér de 2-(|M,|-|M,|+|M |- |M | +|M,|-|M_]|)

Notand pentru a simplitate |Ma| =p, Mb| = q,|MC| =r,avem p20,420,r=20 si p+g+r=n.

Prin urmare, numarul maxim de termeni nenuli din suma (1) ,cand f parcurge multimea functiilor date,

este 2-max(p-q+p-r+q-r) (2)

cu p,q,reNsi p+g+r=n.

Fie (pg»qo»%) un triplet care atinge maximul in (2) si sd fixdm o ordonare, de exemplu py =gy =7 -
Observam cd doud numere din acest triplet trebuie sa aibd modulul diferentei cel mult egal cu 1

deoarece, dacd am presupune cd p,—r, =2 atunci alegem tripletul (py,q;.7)=(po—1q0.% +1) si

avem  pyqutprfitqr i =pocqot o fotdo ot Po~Ho=1>podot Py otgo Ty ceea  ce

contrazice proprietatea de maxim a tripletului ( py,gg, %) -



Avem urmatoarele cazuri:

L n=3k%k
Deoarece p+q+r=3-k si pyeste cel mai mare din tripletul ( py,qg. 7)) rezultd cd py 2k .
Daca am avea p,=k+1 atunci ar trebui ca gy+7,<2-k—1 si de aici ar rezulta conform ordinii
presupuse cd 1y <k-—1 adicd p,—r, =2 fals. Deci in mod necesar avem p, =k .De aici deducem
qo+1=2-k sicum gy —ry <1 rezultd imediat g, =ry=k.
2-n®

3

Rezulta ca 1n acest caz maximul cautat este: 2- (k2 +k>+ kz) =6-k>=

Il n=3k+1
Asemanator deducem p, =k +1. Daca am avea p, 2k +2

atunci gy +71)<2-k—-1=r<k-1= p,—1r, =22 contradictie; Deci p;,=k+1 si atunci din

qo+1=2-k si gy—ry <1 rezulta g, =ry =k . Astfel in acest caz maximul cdutat este:

2-[(k+1).k+(k+1)k+kﬂ=2.(3-k2+2.k)=2-{3.(”—_1j2+2.”_1}=2-”2_1

3 3 3

OIL. n=3-k+2
Rezultd mai intdi p,=k+1. Dacd am avea py=k+2 atunci gy+rRy<2-k=>r<k=py—r=2
contradictie;
Deci py=k+1 siatuncidin gy +ry=2-k+1 si gy —ry <1 rezultd g, =k +1,1, =k . Astfel In acest caz
maximul cautat este:

2-[(k+1).(k+1)+(k+1)-k+(k+1)-k]:2.(k+1)-(3-k+1):2-(”;2“)(3.”;2+1j:2.”23_1

2

-

Rezuméand deducem cd@ numarul maxim de termeni nenuli din suma considerata este egal cu daca

2

. . n < .
n se divide cu 3, respectiv cu 2- ,dacd n nu se divide cu 3.
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BAREM DE CORECTARE NOTARE
Problema 1
a) Trecerea n — n+1 in recurentd si scaderea relatiilor .........cccoocevveenienicniennene. Ip
Obtinerea periodicitatii sirului (x,, )n>1 1 NEMONOLONIA ..c.veeuvieiiiiiiiieiiieeie e Ip
T Ip
2+x,,4 235
Margine inf. ST SUP. ...eeeieriiiieeiieeet ettt st s e 1p
b) Conditia de existentd x>0 si eliminarea cazului x€ (0,1)..c.cccecveriieneinenienncn. Ip
Notatia x=3" 3% ke N,ae[0,1) si x-[x]23%* =32lloess] Jglleesd] Ip
FINALIZATE. ..ottt ettt st st 1p
Problema 2
Analiza caz x,y,z€ (0,00) sinotarea x =19,y =1g 5,2 =18Y crrerererrerirrrrerrenn. 1p
a+pf+y= % .............................................................................................................. Ip
sin2- _sin2-f sin2-y |
s p e p
ALBZEICA AMNP ..ottt et ettt ettt e e s Ip
J6 2-/6 J6
g =——-.1 = B < e N 1
ga=- . 18f=—=187 == p
Analogia cazului x,y,z€ (—,0) si obtinerea solufiilor negative............ccoevvvrverenccn. 1p
Finalizare



Problema 3

Partitia multimii M =M, UM UM oottt Ip
Descoperirea termenilor nenuli pentru
(i,j)e M xM)UM  xMH)UM,xMHUMxMI)JM XM UM . XM}p).....1p

Calculul numarului termenilor nenuli ~ 2- (|Ma| ~ |Mb| +|Ma| : |MC| +|Mb| ~ |MC|) .............. Ip
Observatia ca doud numere din tripletul ( py. gy, %) ce maximizeaza numarul

termenilor nenuli trebuie sa aiba modulul diferentei cel mult egal cu 1.........cccceeeeneenee. Ip
Analiza cazului n=3-k si obtinerea numdrului maxim de termeni nenuli '3’12 ............ Ip
Analiza cazurilor n=3-k+1,n=3-k+2 si obtinerea numarului maxim de

termeni nenuli 2- n23—1 .............................................................................................. 1p

FINALIZATE. ....eoiiiiiiiii ettt st st 1p
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