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Clasa a XII -a

Problema 1..
a) Fie ae(1,+0) sifunctia f:R — R, astfel incat ln(fz(x)+1)+a-f(x)=x,Vxe R.

Sa se demonstreze cd functia f admite primitive.
Mihai Dragos Totolici, profesor, Galati

b) Pe multimea M se defineste o operatie notata multiplicativ, cu proprietatea
x-(y . x) =y, Vx,ye M . Sa se demonstreze ca fiecare din ecuatiile a-x=> si x-a=>, unde

a, be M , au solutie unicd in M.
(***)

Problema 2..
Fie f si g doua functii, f:R - R, g:R — R, care satisfac relatiile :

flx+y)+f(x=y)=2-f(x)-g(y),Yx,ye R (1)
g(x—y)—g(x+y)=2-f(x) f(y), Vx,ye R (2)
Stiind ca f este o functie neidentic nuld, sd se demonstreze ca:

a) Functia f este periodicd daca si numai daca functia g este periodica si In acest caz multimile
perioadelor sunt egale.

X
b) Daca exista lim f( ) =1, iar f este continud, atunci functiile f i g sunt derivabile si
-0 X
f'=¢.8=-Ff.

Vasile Popa, profesor, Galati
Problema 3
Fie f:R — R o functie convexa.

a) Demonstrati cd f este continua.

b) Demonstrati ca existd o functie g : [0;+ oo) — R, unic determinata, astfel Incat
f(x+g(x))=r(g(x))-g(x), pentru orice x>0.

(***)
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SOLUTII

Problema 1.

Solutie. a) Functia g:R > R, g(x)zln(x2+1)+a-x are derivate
, 2 X2 x+
g(x)= 2x +a=a al 5 a a,‘v’xeR.
x“+1 x“+1
Numdritorul are A=4—4-a*> <0, pentru ae (1,+00), deci a-x*+2-x+a>0,VxeR si ae (I,+00).

Obtinem astfel g'(x) >0, Vxe R, deci g este strict crescatoare.

Deoarece lim g(x)=—oco, lim g(x)=-+oo, iar g este strict crescitoare rezultd cd g este bijectiva, deci
X—>—oo X—>o0

si inversabila.
Din ipoteza avem ca g ( f (x)) = x,Vxe R i tindnd cont ca g este inversabild rezulta ca g_l =f.

Cum g este continua rezulta ca f este continud pe R, deci admite primitive.

b) Pentru x=asi y =bin relatia din enunt rezultd cd a-(b-a)=b, ceea ce aratd cd b-a este solutie a
ecuatiei a-x=>. Fie ¢ o solutie a acestei ecuatii, deci a-c=b (1)

Dacd in conditia impusa in enunt punem, x =csi y =adeducem c-(a-c)=asi deci conform cu (1),
rezultd c-b=a (2).

Pentru x=hsi y=c1n relatia din enunt rezultd cd b-(c-b) = csi dacd tinem seama de (2), deducem

b-a =c, iar aceasta ne arata ca unica solutie a ecuatiei a-x=beste c=b-a.
Demonstrdm cd (x-y)-x=y,Vx,ye M (3)

Inlocuind in relatia din enunt pe x cu x-y rezultd c (x-y)- (y (x y)) =y (4)
si daca tinem seama ca y-(x-y)=x,din (4) deducem relatia (3).
Folosind relatia (3) si procedand ca si pentru ecuatia a-x =b, se demonstreaza cd ecuatia x-a =b are 0

solutie unicad a-b.

Problema 2.
Solutie. a) Pentru y =0 in relatia (1), avem 2- f (x)=2- f(x)-g(0),Vxe R. Cum f este neidentic

nuld rezultd ca g (0)=1.
Din relatia (2), pentru y =0, obtinem 0=2- f
Luand x =0 in relatia (1), avem f(y)+f(-y

x)- £(0),Vxe R, care implica f(0)=0.
=0,Vye R, adica f functie impara.

VA

Pentru x =0 1in relatia (2) , avem g( ) ( ) 0,Vye R, deci functia g este para.
Schimband x si y intre ele in relatia (1) rezultd ca f(x+y)+ f(y—x)=2-f(y) - g(x),Vx,ye R.



Adunénd cu relatia (1), obtinem relatia (3): f(x+y)=f(x)-g(y)+f(y) g(x), Vx,ye R
Demonstram implicatia directa :
Admitem c f este periodica si consideram T o perioadd a sa: f(x+7)=f(x),Vxe R.

Deoarece f(0)=0 rezultacd f(7)=0.
In relatia (3),ludm y=T sirezultd f(x)=f(x) g(T),Vxe R, adicd g(T)=1.
Pentru x =y, in relatiile (3), respectiv (2) obtinem relatiile:

(4): f(2-x)=2-f(x)-g(x),vxeR

(5): g(2-x)=1-2-f*(x), VxeR

Din relatia (5), pentru ng obtinem g(T)zl—Z-fz(gj , de unde f@jzo.

In relatia (2) trecem x in x+§ siyin g sirezultd g(x)=g(x+T),Vxe R.

Demonstram reciproca:
Presupunem ca g este periodica si T este o perioadad a sa.

Deci g(x+7T)=g(x),VxeR,deunde g(T)=1.
Pentru x =T in relatia (5), avem ca g(2-T)=1-2-f*(T), de unde rezulta f(7T)=0.
Din relatia (3), pentru y =T obtinem f(x+7)=f(x)-g(T)+ f(T) -g(x)=f(x), VxeR.

Din modul de demonstratie rezultd ca multimile perioadelor sunt egale.
b) Fie xpe R

f(xo+h)=f(x)  flx0) &(h)+f(h) g(x)=f(x)

A R(f:; xy; h)= =
vem R(f; xo; h) L P
glh)=1 fl(h
RO x )= () SO I )
Tinand cont de relatia (5) rezulta ca
h
.2 2
v k)= ! @ f(h)
R(f;5 x0: h)=f (%) PR -8 (%)
lim R(f;x0:1)=g(x). Deci f'(x)=g(x)-
h—0
h h
g(xo+1)—g(x) ( 2) (2j
R(g: xp; h)= =
(8: x93 h) h A
Deoarece f este continud in x, rezultd ca Ilim R(g;xp:h)=—f(xp), adicd g’ (xy)=—F (xp)-
-0
Problema 3

Solutie. a) Fie a; < a, < x <a < a;z. Din convexitate rezulta

f(az)—f(al)s f(a)—f(x)g f(a3)_f(a),deci




)f(a;):j;(al)Sf(a)—f(x)s(a—x)w,deunde lim £ ()= £ (a).

(a—x

Analog lim f(x)= f(a).

b) Ceea ce se cere este echivalent cu faptul ¢ f (a+x)— f (x)=—x ca ecuatie in x, admite o solutie
unica g(a) pentru orice a 0. Sa definim f, (x)= f(a+x)—f(x) pentru a>0.
Demonstram ca f, este monoton crescatoare:

1) Fie x; <x+a<x, <xy+a, a>0.Cum f este convexa rezulta

f(xl"'a)_f(xl)gf(x2+a)_f(x2),deunde fa(x)2 £ ()

2) Fie x; <x, <x;+a<x,+a.Cum f este convexa rezulta
f(x)-f(x)_ flxn+a)-f(x+a)

< ,deunde f,(xy)2 f,(x)
X=X X=X

Deci f, este monoton crescatoare.
Ecuatia devine f, (x)+x=0, a>0. Definim &, (x)= f, (x)+x pentru a>0.

Demonstrdm ca ecuatia h, (x) =0 are solutie in intervalul [— £ (0)s| fa (O)H
Aven by (-7, (0]) = £, (11, 0)) = (-7 (0)) < £, (0)- 1, (0) <05
o (| £ (0)) = £ (| £ (O)) + (| (0)]) 2 £ (0) +[£u (0) 20

Cum h, este continud, ea se anuleaza in cel putin un punct x,, .
Solutia va fi unica deoarece daca presupunem cd x; < x, sunt solutii, avem
0= fa (x1)+xl = f(l ()Cz)‘l‘Xz, deci 0< fa (Xz)_fa (x1)=x1 — X <0, absurd.

Asadar, solutia unica x,determind, in mod unic functia g.
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BAREM DE CORECTARE NOTARE

Problema 1

a) Alegerea functiei g s1 demonstrarea monotoniei acesteid.....................ceeueeneen.. 1 punct

Demonstrarea bijectivitatii fUNCHEl @.......covveeriiiiiieiiiiiieieeeeeeeeeeee e 1 punct
FINALIZATE.......ooiiiiiiiie ettt e st e e 1 punct
b) Determinarea solutiei b-a aecuatiel a-X=>D .......ccocoeiiiiiiiiiiiiiiiiiinin., 1 punct
Demonstrarea unicitatii solutiei ecuatiel @ X =50 .........c..cooiiiiiiiiiiiiiiniana.. 1 punct
Demonstrarea relatiei (x-y)-x=y,Va, Y€ M .oocoiiiiiiiiiiiiiiii e 1 punct
FINAIZATC. . ... e 1 punct
Problema 2
a) Demonstrarea relatiei . (3): f(x+y)=f(x)-g(y)+f(y) g(x), Vx,ye R....... 2 puncte
Demonsrarea implicatiel dir€Cte.........ueiruiiiiiiniiiiiieiiieie ettt 2 puncte
DemMONSLIAr€a TECIPIOCEI. ..eeeuvreeruiieeriiieeriiteesiee et e eitte ettt e ettt e sttt e sbteesbteesabeeesabeeenans 1 punct
D) JUSHTICATE [/ = @ cueoveeeieeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt neeaeeaeneens 1 punct
JUSTIICATE @ = — f oottt ettt eaeens 1 punct
Problema 3

a) Obtinerea lim f(x)=7(@) .ccevvvriiiiiiiiiiiiii i 2 PUNCEE

X—a

x<a
FINALIZATE. . ... e e 1 punct
b) Demonstrarea monotoniei functiei f, (x)=f(a+x)— f(x) pentru a20............... 2 puncte
Demonstrarea existentei unei solutii a ecuatiei tn x: f, (x)+x=0,a>0.............. 1 punct
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