OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA
9 FEBRUARIE 2013

CLASA a Vlll-a
Bareme

Subiectul 1.

Fie numerele reale a, b, X, y ce verifica relatiile x+y=a+b si x*+y*=a’+b’.

Arétap Cé X2013 + y2013 — a2013 +b2013.

Barem:

Ridicand prima relatie la patrat si combinand cu a doua obtinem 2xy = 2ab ...2p
Combinand aceastd relatie cu a doua din ipoteza obtinem (x— y)2 = (a—b)2 ...1p
Obtinem astfel |x—y|=|a—b|, deci x—y=+(a-b) Ap
In unul din cazuri obtinem (combinand cu prima relatie) x=a si y=b .. Ap
In celalalt caz x=b si y=a .Ap
Concluzia Ap
Subiectul 2.

Se considera E(m;n)= \J3:5"+25" unde m,neN.

a) Sase arate ca E(2013;1006) e Q si E(1006;2013) e R\Q .
b) Aratati ca exista o infinitate de perechi (m;n)e NxNastfel incat E(m;n)eQ.
C) Aratati ca existd o infinitate de perechi (m;n) e NxNastfel incat E(m;n)e R\Q.

Barem:

a) E(20131006)=13-5% +25'%% = [5%12(3.541) =165 =4.5°% Q. ...1p
E (1006, 2013) — \/3 51006 + 252013 — \/51006 (3+53020) — 5503 f3+ 53020

U (3+5™%°) =8=3+5"*nu este patrat perfect deci E(1006;2013) e R\Q ...2p

b) Considerand m=2n+1 obtinem
E(m;n)=+/3-5" 457 = [5"(3.541) =5"-4< Q.

Existd o infinitate de perechi (m; n) eNxN, cu m=2n+1 ...2p




c) Fie m=2k <2n,k eN si obtinem E(m;n)= \/52k (3+52”—2k) = 5k (34 522
U (3+52”’2k ) =8=3+5%"2 nu este pitrat perfect.
Exista o infinitate de perechi (m;n) e NxN, cu m=2k <2n,k eN ...2p
Subiectul 3.

Fie trapezul isoscel ABCD, ABJ|CD, AB=12 cm, CD=6 cm, m(A)=60° si inéltimea
CE, EcAB. Indoim trapezul dupa CE, astfel incat planul (ACD) devine perpendicular pe
planul (BEC). Determinati tangenta unghiului format de planele (ABD) si (EBC).

Barem:

Gasirea dreptei de intersectie BM ... 2p.

Construirea unghiului plan asociat

diedrului: AFE ... 2p.
Calculul tangentei unghiului ... 3p.
Subiectul 4.

Putem aseza numerele 6, 19, 21, 27, 34, 43, 59 si 76 in varfurile unui cub astfel incat
fiecare suma obtinuta prin adunarea numerelor situate la capatul unei laturi a cubului sa fie
un numar divizibil cu 5? Justificati.

Barem:

Fiecare varf este legat de alte 3 varfuri, deci pentru oricare dintre numerele din sir trebuie sa

gasesc alte 3 numere astfel incit sumele obtinute sa fie divizibile cu 5. ...3p
Pentru 27 doar numarul 43 este convenabil. .. 3p.
Concluzie: nu putem aseza . 1p.

Obs. O demonstratie mai generala se refera la faptul cd din cele 8 numere 4 trebuie si fie de
forma 5k+1 si 4 de forma Sk+4 sau 4 trebuie sa fie de forma 5k+2 si 4 de forma 5k+3 (sau
toate divizibile cu 5).

Obs. O demonstratie care face referire la faptul cd suma celor 8 numere este un numar
divizibila cu 5, deci s-ar putea aseza cele 8 numere in varfurile cubului nu se puncteaza.

Nota: Orice alta solutie corectd se puncteaza corespunzator.
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Subiectul 1.

Fie numerele reale a, b, X, y ce verifica relatiile x+y=a+b si x*+y*=a*+b’.

Arétap ci X2013 + y2013 — 32013 + b2013 )

Subiectul 2.
Se considera E(m;n)=+/3-5"+25" , unde m,neN.

a) Sase arate ca E(2013;1006) € Q si E(1006;2013)e R\ Q .
b) Aritati ca existd o infinitate de perechi (m;n) e NxNastfel incat E(m;n)eQ.
C) Aratati cd existd o infinitate de perechi (m;n) e NxNastfel incat E(m;n) e R\Q.

Subiectul 3.

Fie trapezul isoscel ABCD, AB||CD, AB=12cm, CD=6cm, m(A)=60° si inaltimea
CE, EcAB. Indoim trapezul dupi CE, astfel incat planul (ACD) devine

perpendicular pe planul (BEC). Determinati tangenta unghiului format de planele
(ABD) si (EBC).

Subiectul 4.

Putem aseza numerele 6, 19, 21, 27, 34, 43, 59 si 76 in varfurile unui cub astfel
incat fiecare suma obtinuta prin adunarea numerelor situate la capatul unei laturi a
cubului sa fie un numar divizibil cu 5? Justificati.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
Timp de lucru: 3ore
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