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Clasa a I X-a

1. Tntrucat n® <n(n+1)<(n+1)°,Vne N’ rezulti ci |n(n+1) |=n,vneN". n aceste
n(n+1)

2
2. Observam ci: A, B, C sunt coliniare<> AB||AC <> Jte R"ail. AB=t-AC < Jte R al.
MB-MA=t-(MC-MA) & 3te R'al(t-1)MA+MB—tMC =0, prin urmare este ade-

varata cerinta problemei.

conditii, S=1+2+..+n=

3. a) Observam ca a+b=4, iar ab=-8; rezultd ca 4S_, +8S, =(a+b)(a”+1+b“+1)—

n+l
—ab(an +b" ) =a™ +b" + ab(an + b”)— ab(an +b" ) =S,.,

b) Notdm cu P(n) propozitia “S,, ,,S,, e N, 2*"* divide S, , si 2°"* divide S,,”,
pentru neN". Cum S, =4 si S, =32, P(1) este adevérata. Presupunem P(n) adevarata
si ardtdm cd este adevaratd P(n+1). Avem: S, ., =4S, +8S, =4-2""".5+8.2"" ¢,
cu s,teN’, deci S,,,, este numdr natural nenul, divizibil cu 2*"**. Analog se procedeaza

pentru S, .,.

4. a) Folosind relatia lui Van Aubel si inegalitatea mediilor MA > MG, obtinem ca
MA AC’" AB’ AC’' AB’
= + >2 .
MA" BC' CB’ BC' CB’
si inca doua relatii similare. Inmultind membru cu membru cele trei inegalitati si efactuand
simplificarile, rezulta inegalitatea dorita.

b) Egalitatea se atinge daca si numai daca g—c = % si analoagele, adica B'C'|| BC si

!

analoagele, i.e. patrulaterele AC'A'B’, BA'B'C’ si CB'C’A’ sunt paralelograme, fapt care se
petrece atunci si numai atunci cand AA’, BB’ si CC’ sunt medianele triunghiului.
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1. a) Daca functia compusa goh este injectiva, atunci h este injectiva, iar daca goh este
surjectiva, atunci g este surjectiva. In cazul nostru, f o f este bijectiva, prin urmare f este
atat injectiva, cat si surjectiva.

b) Compusa a doud functii strict monotone este functie strict crescatoare, in timp ce
functia X — —x este strict descrescatoare, deci f nu poate fi strict monotona.

¢) Din ipoteza, rezultd ca —f (x)= f ( f ( f (X))) = f(-x),¥xeR. Atunci functia f este
impard, de unde f(0)=0.

2ab

2. Din inegalitatea mediilor MH<MG, obtinem ca 0 <+ab . Cum functia logaritmica
a+

< o : g g 2ab _ 1 .
de baza subunitara este strict descrescatoare, deducem cd log, . > Eloga ab, respectiv
a+

log, 2%Iogb ab. Ramane sd dovedim ca log, ab-log, ab>4, fapt care revine la

a+b
log, b +log, a> 2, iar aceastd inegalitate rezulta din inegalitatea mediilor MG<MA.

3. Consideram un reper cu originea in centrul O al cercului circumscris triunghiului si
notam cu m,a,b,c afixele punctelor M, A, B respectiv C. Evident ci |m|=[a| =|b|=]c|=1
si, cum triunghiul ABC este echilateral, a+b+c =0. Atunci:

MA? + MB? +MC? = ¥ [m—af = 3" (|m[* +[a[" - ma-ma) =

:3|m|2 +Z|a|2—m~a+b+c—ﬁ(a+b+c):3«1+3«1+0+0:6.

4. Majoram termenul general al sumei: k; =k Ly k™t (i—i) -

k m-1
:\m/km‘l[i— 1 j 1 ot 1 :[i— 1 j1+...+m( j <
vk Uk+1)| ykm n\/(k+1)m-1 Uk Uk +1 k+1
1

j.m . Rezulta ca
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: < e 1 .
1. Este suficient sd consideram sirul X, =o+—,Vne N .
n

2. Din prima relatie obtinem ca y, = 3x,,, —2X,, prin urmare y, , = 3x.,, —2X,,,. Inlocuind

in a doua relatie, deducem ca 6x,,, —7X,, + X, =0.

n+1

) C ) e . 1
Ecuatia caracteristica a acestel recurente este 6r’—7r+1=0, cu radicinile rn=Lr, = E,

asadar X = A+ B.Gi”' Cum primii termeni sunt x, =4,x, =3, rezulta ca A:%, B :% si

astfel este evident ca (X, )

. . .14
este SIr Convergent, cu hmlta —.
n>1 5

. 14 1 . : . e
Apol, y, = ?JF%F , prin urmare §1 (yn )m este convergent, avand aceeasi limita.
3. a) Daca adunam prima linie la liniile 2 si 3, pe aceste linii vor fi numai numere pare.
Scoatem factor 2 de pe fiecare dintre ele si obtinem ca determinantul matricei A, care este
numar intreg, se divide cu 4.
Insd detA este sumi de sase termeni, fiecare egal cu 1 sau cu —1, prin urmare are

valoarea cuprinsa intre —6 si 6. Rezulta ca det Ae {—4, 0, 4} si se constatd imediat ca toate

cele trei valori sunt posibile.
b) Se demonstreaza usor, prin inductie matematica, faptul ca matricea A" are toate
elementele impare, oricare ar fi ne N". Tn particular, toate elementele lui A" vor fi nenule.

4. Cum matricele AB si BA au aceeasi urmd, rezultd ca trA=tr(AB—BA)=0. Ecuatia
caracteristica a matricei A conduce la A* = —(det A)1,, prin urmare matricea A? comuti cu

oricare altd matrice; astfel, A’B = BAZ.
Inmultind relatia din enunt cu A, la stnga, apoi la dreapta, si tinand seama de cele

anterioare, deducem ci A® =—A?, deci A’ =0O,. De aici,
ABA=(A+BA)A=(l1,+B)A*=0,.
Ridicam acum la patrat ambii membri ai relatiei din enunt; obtinem ca
(ABA)B— AB’A—BA’B+B(ABA) = A%,
Deoarece ABA = A’ =0,, rezultd cd AB*A=0,, ceea ce incheie rezolvarea.
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: .. 1 9 <
1. a) Derivata functiei f(x) = arctg x + arctg—, x>0, este nuld, asadar f este constanta pe
X

(0,0). Cum (1) = % rezulti i f(x) = % Vx> 0.

1
tg -
© arctgx . | .  are
b) Daca I arctg dx, cu schimbarea de variabila — =t obtinem ca | = I Lgt,
1 X 1
a a
1
a arctgx +arctg — a - . rlna
deciI:I de:j—dx:—lnxj:ﬂlna,prinurmarelz .
1 X 12X 2 A
a a

xy xf(y)+yf(x)

2. Se observa ca A( ) A(Y) [
Xy

ca () =x-1 (y)+y

Cu notatia g(x)=

J. Cum A(x)-A(y)=A(xy), rezulta
£ (x),Vxe(0,0).

( )

nald g(xy)=g(x)+g ( ),Vxe(0,0). Atunci g(x)=klog, x, asadar f(x)=kxlog, x,

VX e (0,00) ,unde keR,ae (0,1)u(1,oo).
Pentru functiile f de aceastd forma, se verifica imediat axiomele grupului.

x>0, obtinem ca functia continua g verifica ecuatia functio-

3. a) Fie F o primitivd a lui f; cautim ae R astfel incét functia H(x)=F(x)-ax sa fie
periodica. Observam 1intdi ca functia g(x) =F(X+T)—F(x) are derivata nula, deci este
constantd, adicd F(x+T)-F(x)=k,vxeR. Conditia H(x+T)=H(x),vxeR revine

F-FO K

la aT =k, unde k = , deci este suficient sa luam a =

b) Aplicand regula lui I’Hospital (cazul de nedeterminare E) si tindnd seama de punctul
o0

a), obtinem ca lim—= F(x) =K.

X—>00 X

c) H este periodica si neconstantd, deci nu exista limH (X).
X—>00

4. Consideram submultimile lui G care contin elementul neutru e si incd m—1 elemente din
G\{e}. Numirul acestor submultimi este C];', deci toate aceste submultimi sunt
subgrupuri ale lui G.

Daci, prin absurd, m>2, atunci existi X,yeG\{e},x=#y; cum n-3>m-221,

putem alege m-2 elemente distincte din G\{e}, fie acestea a,a,,...a, ,. Notim



H,={e,x,a,a,,..a,,} si H,={e,y,a,a,,..a,,}. Avem cd xa eH, (deoarece H,
este sugrup), xa, ze (altfel x=a'eH,), xa=x (in caz contrar, a =e) si
xa, #a,i=2,m-2 (altfel x=aa,' e H,).

Contradictia la care am ajuns arati ci m=2, deci a’*=e,VaecG. Aceastd conditie
conduce la comutativitatea lui G.



