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¥ O EDUCATIEI
AVl ]SATU’MARE NATIONALE

Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013

Clasa a I X-a

1. a)Fiea,hER,a < bsix, v,z € [a b]. Demonstrati ca media aritmetica a numerelor x, ¥ si z
se gaseste de asemenea in intervalul [a, b].
b) Fie 4;, Az, A3 trei puncte necoliniare. Notam m =1 si m = 7. Pentru orice n € N,
n & 4, notdm cu A, centrul de greutate al triunghiului A;—;A4;—24,-3, iar pentru orice 1 EN*,
considerdm Xy, ¥, € R astfel incat A, Ay = Xnll + ¥, T
1. Calculati x¢ si ¥g.
ii. Aratati ca pentru orice 1 € N, n = 5, avem x,, € [g, g] si ¥, € [%, %]

Prof. Daly Marciuc

2

2. Fie (ay)yzq un sir definit prin: a; = % $i Gpay + @Gp = =,

¥nz=l,
a. Aflati termenul general al sirului.
b. Calculati suma § = Z¥_,(2k -+ 1)ai si ardtati cd § =< 1.
Prof. Traian Tamaian
3. Consideram paralelogramul ABCD si fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Fie punctul
M pe segmentul [AD] si fie punctul D pe segmentul [NC]. Sa se arate ca punctele G, M, N sunt

.. .. . < EN  AM 1
coliniare daca si numai daca — —— ==
NP MDD 2

Gazeta Matematica

4. 1In triunghiul ABC cu m(=z ACE) = 907, consideram punctele ME(BC), QE(AB) respectiv

N€e(ACQ) astfel incat MQNC sa fie dreptunghi. Daca punctele I si G sunt centrul cercului inscris
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triunghiului ABC, respectiv centrul dreptunghiului MQNC, demonstrati cd punctele A, I, G sunt
coliniare daca si numai daca AQ = AC.

Prof. Alexandru Blaga
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013

Clasa a I X-a

1. a) Legyenek az a,b €R, a <. b szdmok és x,¥,2 € [a, b]. Bizonyitsatok be, hogy az x,y és z
szamok szamtani kGzeparanyosa is eleme az [a,b] intervallumnak.
b) Legyenek az 4,, Az, Az nem kollinearis pontok. Jeloljik A;4; = i és AzAz = ©. Barmely
nE€N, n = 4esetén az  Ap-14,4-24,-3 haromszog sulypontjat jeloljik A, — nel, valamint
barmely n EN* esetén legyenek az  x,,, ¥, € R gy, hogy A1d, = X1l + ¥, T
1. Szamitsatok ki xg és vg.
ii. Mutassatok ki, hogy barmely n € N, n = 5 esetén x, € [g, g] és 1, € [g, g]
Prof. Daly Marciuc
¥n=1.

, 1,
2. Legyen (a;).1 sorozat ugy, hogy : a; = 3 €S tnat+ G = ——,

a. Hatarozzatok meg a sorozat altaldnos tagjat..
b. Szamitsitok ki az § = XF_,(2k -+ Llai dsszeget és igazoljatok, hogy § = 1.
Prof. Traian Tamdian

3. Legyen ABCD paralelogramma és G az ABC haromszog sulypontja . Legyen M az  [AD]

szakasz egy pontja és D az [NC| szakasz egy pontja. Igazoljatok, hogy G, M, N pontok akkor

, S €N AM 1
és csak akkor kollinearisak, ha — —— ==
NP MP 2

Gazeta Matematica

4. Az ABC haromszogben m(=: ACE) = 90° Legyen ME(BC), Qe(AB) illettve Ne(AC) 1gy,

hogy MQNC téglalap. Ha I az ABC haromszogbe irt kor kozéppontja és G az MQNC téglalap
kozéppontja, igazoljatok, hogy az A, I és G pontok akkor és csak akkor kollinearisak, ha AQ

=AC.
Prof. Alexandru Blaga
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013

Clasa a I X-a

1. a)Essei a,b €ER,a = bund x,v,z € [a, b]. Beweist dass, das aithmetische Mittel der Zahlen
x, ¥ und z auch in die Intervall [, b] sind.
b) Es sei 41, A2, Azdrei nicht kollinerae Punkten. Bezeichnet man m = i und m =7,
Fiir jedwelche n €N, n = 4, bezeichnet man A4,, der Schwerpunkt des Dreiecks A;—14;-24,-3,
aber fiir jede 7 €N*, nimmt man X,,, ¥, € R so, dass A;dg = Xpil + ¥ f.
1. Berechnet x und .
il. Zeigt, dass fiir jede n € N, n = 5, gibtes x, € [g, g] und 3, € [%, %]

Prof. Daly Marciuc

2 ¥n = 1 defieniert ist.

e +2Zn’

2. Essei (@yluey eine Folge die durch : g, = %und Gp41 + Gp =

a. Bestimmt die allgemeine Glied der Folge.

b. Berechnet die Summe § = L¥_,(2k + 1)afund zeigt dass § = 1.

Prof. Traian Tamadian
3. Es sei das Parallelogramm AEBCD und G Schwerpunkt des Dreiecks AEC. Es sei der Punkt M

auf die Strecke [4DTund der Punkt Dauf die Strecke [N€]. Zeigt, dass die Punkten G, M, N

) ) cN  AM 1
kollinear sind wenn und nur wenn — — — = -,
KD MD 2

Gazeta Matematica

4. Im Dreieck ABC mit m(=: ACE} = 90%, nehmen die Punkten ME(BC), Q€E(AB) bzw. Ne(AC)

so, dass MQNC Rechteck sei. Wenn die Punkten I und G die Mitellpunkt des Inkreises des
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Dreiecks ABC, bzw Mitellpunkt des Rechtecks MQNC sind, beweist dass die Punkten A, I, G

kollinear sind wenn und nur wenn AQ = AC.

Prof. Alexandru Blaga
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013

Clasa a X-a

a+b a+c b+c
+ +
c b a
b. Rezolvati inecuatia 18" +12* +9" +3" +4" +27 <6-6"
Prof. Galambosi Csaba, Satu Mare

I. a. Aratati cd >6, Va,b,ce (0,00)

Il. a. Fie f: 9% — Ro functie cu proprietatea f(f(x))+2012- f(x)=x>", Vxe®R.
Demonstrati ca f este injectiva.
b. Exista functii f : (1 ;oo) — R, injective, astfel incat f(x)+ f(2x)+ f(log2 x) =2013,
pentru orice x e (1; o) ?

Prof. Tamiian Traian, Carei

I11. Fie numerele complexe distincte a,b,c,d cu a+b+c+d =0 si |a| = |b| = |c| = |d| .Sa
se arate ci: a). (@ +b)a+cla+d)b+c)b+d)c+d)=0
b). Daca {a,ﬂ,y,&}: {a,b,c,d} si a+ =0 sasearate ca a,b,c,d sunt
radacinile ecuatiei z* + (af + y5)-z* + afys =0
Prof. Pop Ovidiu, Satu Mare

IV. Fie patrulaterul ABCD inscriptibil cu laturile de lungimi a,b,c,d si diagonalele de

lungimi d, si d,. Sa se demonstreze ca L+L+L+L >4 L2+L2 .
ab bc cd da d- d,

Prof. Buth Gigel, Satu Mare
Matematician. Rambu Gelu, Baia Mare
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013

Clasa a X-a

a+b a+c b+c
+ +
b a

b. Oldd meg a kovetkez6 egyenl6tlenséget: 18" +12* +9" +3"+4" +27 <6-6"
Prof. Galambosi Csaba, Satu Mare

I. a. Igazold, hogy >6, Va,b,ce(0,)

Il. a. Adott az f: R — R fiiggvény, amely a kdvetkezo tulajdonsaggal rendelkezik:
F(f(x)+2012- f(x)=x™", Vxe®R.
Igazold, hogy f injektiv.
b. Léteznek olyan f : (0, oo) — R injektiv fliggvények, melyekre
f(x)+ f(27)+ fllog, x)=2013,  Vxe(0,) ?

Prof. Tamiian Traian, Carei

1. Adottak az a,b,c,d kiillonbozé komplex szdmok gy, hogy a+b+c+d =0 és
la] =[6] =el = a].
Igazold, hogy a). (a+bfa+c)a+d)b+c)b+d)c+d)=0
b). Ha {a,,b’, 7/,5}= {a,b, c,d} ¢s o+ [ =0 mutasd meg, hogya,b,c,d
az z' +(af+y5) 2> +afyd =0

egyenlet gyokei.
Prof. Pop Ovidiu, Satu Mare

IV. Adott az ABCD korbeirhato négyszog, melynek oldalainak hossza a,b,c,d és

atloinak hossza d, és d,. Igazold, hogy L+L+L+LZ4 %+L2 .
ab bc cd da d- d;

Prof. Buth Gigel, Satu Mare
Matematician. Rambu Gelu, Baia Mare
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013

Clasa a Xl-a

)
1. a) Fie AdeM,(C) Aratati ca det(4—xl,) = x —(TrA)x+detA' pentru orice x € C.

3puncte
b) Daca 4eM,(C)cu TrA=2 si det 4 =3 demonstrati ca:
2-det(A* +1,)—det(4* +31,) = 4. 4 puncte
prof. Traian Tamiian, Carei

2. Daca A,BE M2 (C) astfel incat det(AB+BA)-det(AB-BA)=4-detA-detB, sa se arate ca:
a.) det(AB-BA)=0 4 puncte
b.) (AB — BA)* = 0, 3 puncte
prof. Ovidiu Pop, Satu Mare

28 1 2, daca n este par
3. Fie sirul (@glpai unde @3 = 1si agay ={ " 2 )
Gn + =, daca n este impar

Aritati ca lim 2842 = 1 7 puncte
n—-pm  Cp
RMT
. < A _Zn+3-niay
4. Se considera sirul de numere naturale (a,),> ,unde a;=2 si an+1—w, =1,
a.) Aratati ca sirul este convergent. 4 puncte
b.) Calculati lim#n-In[(n —1)-a, ] 3 puncte
n—>0

prof. Bud Adrian, Negresti-Oas
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013
Clasa a Xl-a

a) Bizonyitsuk be, hogy (M ,-) monoid.
b)Legyen 4e M és X e M,(Z). Ha AX = XA,akkor igazoljuk, hogy X € M vagy létezik o € Z

b
I) Adott a kdvetkez6 halmaz: M = ¢ ;
b a

ugy, hogy A=a-l,
¢) Igazoljuk, hogy M —nek végtelen sok invertalhato eleme van.
G.M. 10/2012

II) Legyen (G,)csoport, melynek semleges eleme e, és x,y € G, Ggy, hogy Xt = y2 = (xy)z.

Igazoljuk, hogy: a) y4 =e

b) x2013 +y2013 :X+y.

2012

o) (xy)

Prof. Traian Tamiian

xN?J/:_L
x—/x (x—\/;)zj

e'dx, xe(l,0).

1) a) Ellendrizziik a kovetkezé azonossagot : [

X’ —x—+x
b) Szamitsuk ki: J‘ (x— \/_)

Vx € (1,0)

Prof.Adrian Bud

IV) Legyen a>0 és az f:[0,a]—> R a[0,a]-nkétszer derivalhato fiiggvény , melynek a masodrendii

derivéltja folytonos a [0, a] intervallumon, és f(a)= f'(a) = 0.Mutassuk ki, hogy barmely k € {1, 2}

esetén fennallnak az alabbi Osszefiiggések:

a) j [ Fdr = k) j £ £ (x)dx,

2k+1

a 3)
b) ( j fEdx) € ———— J(f< (x))*dx.
2k + 1)(k')

Prof. Gigel Buth és Gelu Rambu matematikus
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013

Clasa a Xll-a
) . a b
I) Fie multimea M = { J ,
7b a

a) Demonstrati ca (M, -) este monoid.
b)Fie A e M siX € M,(Z). Aratati ca dacd AX = XA,atunci X € M sau existd o € Z gstfel incat
A=a-1,

¢) Demonstrati ca M are o infinitate de elemente inversabile.

G.M. 10/2012
II) Fie (G,)ungrupcu e elementul neutru si x, y € G, astfel incat x* = y° = (xy)>.
Aratati ca: a) y4 =e
b)x2013 .y2013 :xy
C) (xy)2012

Prof. Traian Tamiian

/
+

III) a) Verificati identitatea : x+x =— Jx Vx € (1,0)

X — \/; ’

(x=/x)*
x —X— \/_

b) Calculati I (x— \/—) -e'dx, xe(l,0).

Prof.Adrian Bud

IV) Fie a > 0 si functia f :[0,a] — R, de doua ori derivabila pe [0,a], cu derivate a doua continua pe [0, a]

si f(a)= f'(a)=0.Sa se arate cd pentru orice k € {1, 2} au loc relatiile

a) j f(x)dx—( ) j X £ O (x)dx,

2k+1

a )
b) ( J S € J (/Y () dx.
2k + 1)(k')

Prof. Gigel Buth si matematician Gelu Rambu
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013
Clasa a Xll-a

a) Bizonyitsuk be, hogy (M ,-) monoid.
b)Legyen Ae M és X e M,(Z). Ha AX = XA, akkor igazoljuk, hogy X € M vagy létezik a € Z

b
I) Adott a kdvetkez6 halmaz: M = ¢ ;
b a

ugy, hogy A=a-l,
¢) Igazoljuk, hogy M —nek végtelen sok invertalhato eleme van.
G.M. 10/2012

II) Legyen (G,)csoport, melynek semleges eleme e, és x,y € G, Ggy, hogy Xt = y2 = (xy)z.

Igazoljuk, hogy: a) y4 =e

b) x2013 +y2013 :X+y.

2012

o) (xy)

Prof. Traian Tamiian

xN?J/:_L
x—/x (x—\/;)zj

e'dx, xe(l,0).

1) a) Ellendrizziik a kovetkezé azonossagot : [

X’ —x—+x
b) Szamitsuk ki: J‘ (x— \/_)

Vx € (1,0)

Prof.Adrian Bud
IV) Legyen a>0 és az f:[0,a]—> R a[0,a]-nkétszer derivalhat6 fiiggvény , melynek a masodrendii

derivéltja folytonos a [0, a] intervallumon, és f(a)= f'(a)=0.Mutassuk ki, hogy barmely & {1, 2}

esetén fennallnak az alabbi 0sszefiiggések:

a) j f(x)arx—u j FEO (x)dx,

2k+1

a k)
b) ( j S < j (/Y () dx
2k + 1)(k')

Prof. Gigel Buth és Gelu Rambu matematikus
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