OLIMPIADA DE MATEMATICA - IALOMITA
FAZA LOCALA, 09 februarie 2013
CLASA aVIIl a
Solutii §i barem de corectare
Subiectul I.
2 2 2
1. Sa se arate ca a—+b— > (a+b)

,oricare ar fi a,b,Xx,y e (O,oo).
X Yy  X+y

a* b*
+
3a+b 3b+a

a* b* ct 3
+ + >,
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b 4
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2. Daca a,be(O,oo) si a+b=2,sa searate ca Z%.

3. Daca a,b,c E(O,OO) si a+b+c=3,sase arate ca

Solutie.
1. Efectuarea calculelor duce la: (ay - bx)2 >0...(2p)
2 4 4 2 22
2. Folosind 1. avem: a2+b22M=2, a_ . b Z(a +b ) Zizg .. (2p)
1+1 2a+b 2b+a  3(@+b) 6 3
2
3. Folosind 1. avem: a*> +b* +¢* > M =3...... (1p)
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4 4 4 2 2 \? 4
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(o +b2) I z(a +b?+c?) >33 ap)
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Subiectul II.
Fie Xx,y,z numere reale astfel incat Xz _ -1, Xyz =1si RO a,unde a > l este un
X+Yy y+1z Z+X 2
numar real. Determinati produsul Xyz .
Marin Chirciu, G.M. nr. 11/2012
Solutie.
Din <2 = _1 rezulta XY =1 adicd -+ =—1 (1....... (1p)
X+Yy Xyz yz xz
.1 1 111
Analog se obtin: —+—=12)si —+—=—(3) ..eccvevrv..n. 2p)
XZ Xy Xy yz a
A . L1 1 1
Adunand (1), 2)si(3) rezultda —+—+—=—(4) ..cc......... (1p)
Xy yz zx 2a
. . .1 2a+l1
Din (1) si (4), rezulta — = () I (1p)
Xy 2a
. . .1 2a—1 . ) 1 1
Din (2) si (4) rezulta — = — (6),1ar din (3) si (4) avem — =—— (7) ....... (1p)
yz 2a ZX 2a

© 42’1
8a’

2a+/2a

22a ...(1p)

vda® -1

Inmultind relatiile (5), (6) si (7) se obtine ( ! ] sideci xyz ==
Xyz



Subiectul III.
Pentru N un numar natural se considera numerele naturale a=4n+5 si b=5n+11.

1. Sa se arate cd a® +b? #2013, oricare ar fi N numar natural.
2.S3 se determine numerele naturale n pentru care a si b sunt patrate perfecte consecutive.
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Solutie.
1. Folosind teorema Impdrtirii cu rest, un numar natural ¢ este de forma c =M, +r,

re {0,1,2} (M, Inseamnd multiplu de 3)...... (1p)

Atunci ¢ =M, + p cu pe{0,1}. Daca a* +b* = 2013, atunci (a2 +b* =M, + p+q)53,
unde p,q e{O,l} ....... (1p)

Imediat p=q=0 sideci a,b=M,, adicd a’ +b* =M, #2013 ......... (1p)

2. Deoarece a<b, fie a=4n+5=p°, b=5n+11=(p+1)’,unde pe N .... (1p)
5a—-4b=-19=5p> —4(p+1)’,deunde p>—8p+15=0,adici p(p-8)=-15... 2p)
Rezulta ca p|15 s (p—8)15. Se obtine p € {3,5} si atunci n e {1,5}.... (1p)

Subiectul IV.

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ si H ortocentrul triunghiului ACD’.
1. Daca ABCD este patrat, sa se arate ca dreptele DB’ si AC sunt perpendiculare

2. Sa se demonstreze ca dreapta DH este perpendiculara pe planul (ACD').

3. Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului ACD’ se géseste pe dreapta DB'.

Solutie. Fie ACNBD = {O}, punctul O fiind mijloacele diagonalelor lui ABCD

1. Daca ABCD este patrat, atunci BD L AC ; deoarece D'D L (ABCD):> D'D L AC si
atunci AC 1 (BD,DD’)=(BDD'B’). Cum DB’ c (BDD'B'), rezulti AC L DB’ ... (2p)

2. Tetraedrul DACD' este tridreptunghic (DA L DC 1 DD’ 1 DA)

DC 1L DA, DC L DD'= DC 1 (DA,DD’')=(DAD’), D'’Ac (DAD’), rezulta DC L D'A.
CH L D'Asi DC L D'A implici D'A L (DCH), DH c (DCH) si deci D'A L DH
Analog D'C L DH si atunci DH L (D'A,D'C)=(D'AC)....... Gp)

3. Fie G centrul de greutate al triunghiului ACD’; avem G €(D'O) si D'G =2GO. in
dreptunghiul DBB'D’, fie DG N D'B’ = {P}. Din asemanarea triunghiurilor DGO si D'GP
rezulta D'P =2DO = DB, deci D'P = D'B’ si prin urmare P = B’, adica G € DB'. (Mai,
mult B'G=2GD)....... 2p)



