Inspectoratul Scolar Judetean Dolj
Filiala Craiova a SSMR

Etapa locald a Olimpiadei nationale de matematica
Craiova, 9 februarie 2013
Clasa a V-a

Problema 1.
a) Cati multipli de 6 sunt mai mici sau egali cu 6107
b) Precizati care dintre acegtia sunt multipli de 96 si determinati numéarul
lor.

* % %

Problema 2. S se determine numerele ab astfel incat numarul @aa+37-(a+b)
s4 fie un patrat perfect.

* %k %k

Problema 3.
a) Aritati cd 10 < 280 < 10%.

b) Cate cifre are numérul 4 = 2320 . 5240 ?

G.M. nr. 4/2012

Problema 4. Fie n un numir natural nenul. Notidm cu S(n) suma cifrelor
lui n. Arédtati cd dacd S(n) = S(2 - n), atunci n se divide cu 9.
* % %

Nota:

Timp de lucru: 2 ore;

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 gi 10.



SOLUTII
- clasa a V-a -

Problema 1.
a) Cati multipli de 6 sunt mai mici sau egali cu 6107
b) Precizati care dintre acegtia sunt multipli de 96 si determinati numarul lor.

Solutie. a) Un multiplu de 6 este de forma 6 - ¢, cu ¢t numér natural. Din
0<6-t<610rezultd 0 <t < 101. in total, sunt 102 astfel de numere.
b) Un multiplu al lui 96 este de forma 96 - k, unde & este numar natural. Deoarece
96 = 6- 16, orice multiplu de 96 este multiplu de 6. Deci, cautam valorile lui k astfel
incat 6-0 < 6-16k < 6-101. Din 0 < 16k < 101, rezultad 0 < k < 6. Astfel, se obtin
7 numere gi anume: 0,96,96-2,..., 96 - 6.

Problema 2. S se determine numerele ab astfel incat numéarul @aa -+ 37- (a+b)
sa fie un patrat perfect.

Solutie. Fien = aaa+37-(a+b). Avem n =111-a+37-(a+b) = 37-(4-a+b).
Dar cum n trebuie sa fie patrat perfect rezulta ci 4-a+b = 37- k2, kK numar natural
nenul. Insi a si b fiind cifre implicd 4- a2+ b < 36 + 9. Prin urmare k£ = 1 si deci
4-a+b = 37 de unde (a,b) € {(9,1),(8,5),(7,9)}. Numerele cautate sunt 91, 85, 79.

Problema 3.
a) Aratati cd 10% < 280 < 10%.

b) Cate cifre are numérul A = 2320 . 5240 9

G.M. nr. 4/2012

Solutie. a) Deoarece 10?* = (10%)% = 10008 i 280 = (219)8 = 10248, rezulta ci
10 < 28 Pentru a obtine i cealalta inegalitate, cum 280 = 225.2% 5i 10% = 225.5%5
raméane si comparam numerele 2% cu 5%. In final, din 2% = (2")% = 2048 si
(5°)° = 3125%, rezulta 250 < 10%.

b} A = 250 .10%. Folosind relatia a), obtinem 10%% < A < 10%5, deci A are 265 de
cifre.

Problema 4. Fie n un numér natural nenul. Notam cu S(n) suma cifrelor lui
n. Aratati ca dacd S(n) = S(2 - n), atunci n se divide cu 9.

Solutie. Avem n = Ggip_1....8p = 10Fa; + ... + 10a; +ap = M9 + (ax + ax_1 +

.+ a; +ag) = M9 + S(n). Prin urmare rezulta cé restul impartirii lui » la 9 este
egal cu restul impartirii lui S(n) la 9.
Analog avem 2n = M9+ S(2n). Deci restul impértirii lui 2n la 9 este egal cu restul
impartirii lui S(2n) la 9. Cum S(n) = S(2n) rezultd ci n si 2n dau acelasi rest la
impartirea cu 9, deci n = 9¢; + r,2n = 9¢; + 1, 0 < 7 < 8. Scézand aceste doud
relatii se obtine n = M9.



BAREM DE CORECTARE

CLASAaV-a

Problema 1.

153 o3 £ SN 1p
a) Un multiplu de 6 este de forma 6 - ¢, £ numér natural..................... 1p
0<6-t<B10=>0<t <00 . i 1p
Sunt 102 astfel de numere ..., ... i 1p
b) Un multiplu al lui 96 este de forma 96 - k, k numér natural............... 1p
96 = 6 - 16 = orice multiplu de 96 este multiplude 6........................ 2p
6-0<6-16k<6-101. . 0.t 1p
0<I6k <101 = 0 <k Kbttt et 1p
Sunt 7 astfel de numere gi anume: 0,96,96-2,..., 96-6.................... 1p
B 1 0 Y N 10p
Problema 2.

103 £ 1 1p
Fie n =a@aa + 37 - (a + b)

n=111-a+37-(a+b) =37-(d-a+b) ..ccoooiiiiiiiiii 2p
n patrat perfect = 4-a+b=37-k% k#0 ... .o 2p
37-k2=4-a+b<4-94+9=k=1=4-a+b=37 ...................... 2p
(a,b) € {(9,1),(8,5),(7,9)} «eerrrr 2p
Numerele cautate sunt 91,85, 79.. ... .. 1p
Total ... 10p
Problema 3.

OfICIU . - et 1p
a) 10%* = (10%)® = 10008, 280 = (2108 = 10248 = 10 < 280 ................ 3p
980 925 955 102 — 925 . 525 1p
comparam numerele 2% cu 5%, ... Ip
255 — (211)5 = 20485, (5°5)° = 3125° = 280 < 10%. ... ...l 1p
b) A=2%0.1020 Ip
Din relatia a), 1026 < A < 10%5 . .. 1p
Aare 265 de CifTe. ..o v i 1p
otal .. e 10p
Problema 4.

103 1552 1P 1p
M= MO+ S(N) oo 2p
restul fmpéartirii lui n la 9= restul impartirii lui S(n)1a 9 ............ ... ... 2p
2n = MO+ S(2N) - o s 1p
restul impartirii lui 2n la 9= restul impartirii lui S(2n) la 9 ................ 1p
Sny=82n)=>n=9+7r 2n=9+7r, 0<r<8................... 2p
nestemultiplude 9. .. . ip

B 7 ¥ O O 10p



Inspectoratul Scolar Judetean Dolj
Filiala Craiova a SSMR

Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematici,
Craiova, 9 februarie 2013
Clasa a VI-a

Problema 1.
S se determine toate numerele naturale a respectiv b, a < b, de douid cifre, gtiind

¢d cmmdc(a, b) este un numdr prim, de 20 de ori mai mic decit crnmmc(a, b).
skkk

Problema 2.
S se determine cele mai mici 100 numerele naturale consecutive a ciror sums si fie
divizibila cu 105.

kkk

Problema 3.
Spunem cé o multime X de numere naturale nenule are proprietatea (P) dach suma
oricaror trei elemente din X este un numsr prim.

a) Dati un exemplu de multime cu proprietatea (P), de forma A = {5,7,a,b}.
b) Ardtati ci nu existd mulgimi X cu proprietatea (P) astfel incat cardX > 5.

GM 4/2012

Problema 4.
Pe dreapta d se iau punctele distincte A i B, iar pe AB\[AB] se considers 2013
puncte distincte. Sa se arate cd suma distantelor de la punctul A la cele 2013 puncte

este diferitd de suma distantelor de la punctul B la cele 2013 puncte.
*Hok

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare problema se noteazd cu puncte de la 1 la 10;
Timp de lucru: 2 ore.



Etapa locala, Craiova, 9 februarie 2013
Clasa a Vl-a

Problema 1.

O - 1p
p:((L,b)@a:pal,f):pbl,(al)bl)=l,a,1 <b1 ....................................... 1p
a-b=1a,b]-(a,b),20 - (a,b) = [a,b] = 20p = pall;pbl =S ab =20, 2p
(lel = 20, (th bl) =1la < b1 = a; = 17 bl =20 sau a; = 4by =5 .. . 2p
Lap=1,0=20nuconvine ............. o 1p
1I. a) = 4, bl =5

(a,b) = p prim, a,b de dous cifre =2 < p <20 = p € {3,5,7,11,13,17,19} ......... 1.5p
Solutia: @ =12,b=15; a = 20,b = 25; a = 28,b = 35; a = 44,b = 55; u = 52,b = 65;
a=168,b=85;a="T6,0=00 .. . . 0 1.5p
Total ... 10p
Problema 2.

OflciU 1p
Fie n,n+1,...,n 4+ 99 cele 100 de numere consecutive, n € N .......................... 1p
S=n+n+1)4+..+n+99)=502n+99) ... 3p
105=3-5-T|S=21=3-7](2n4+99) .....oooi i 1p
2n +99 > 99 si conditia de minim din ipoteza problemei = 2n +99 = 105............. 2p
n = 3 = numerele cautate sunt: 3,4,5,...100,101,102....... .. ... ... .. .. i 2p
Total. ... 10p
Problema 3.

OfiCiU Lo 1p
a). A =0, 7,10, 25 1.5p
b). Fie X o multime cu cel putin 5 elemente

Elementele lui X impaértite la 3 dau resturile 0,1,2 ........... ... ... . ... .......... 1p
L Trei elemente din X dau acelagi rest ...............oooooiiiiiii i 1p
Suma acestor trei elemente este divizibild cu 3 si mai mare decat 3 .................... 1p
= Suma celor trei elemente nu este numér prim = X nu are proprietatea (P)........ 0.5p
II. Cel mult doud elemente din X dau acelagirest ..................................... 1p
= existd trei elemente ce dau resturile 0,1, 2 la impartirea cu 3 ....................... 1p
Suma acestor trei elemente este divizibild cu 3 gi mai mare decat 3 .................... 1p
= Suma celor trei elemente nu este numar prim = X nu are proprietatea (P)........ 0.5p
Nu existda X cu proprietatea (P) astfel incat cardX >5 ............................. 0.5p
Total. . .. 10p
Problema 4.

Oficiu oo 1p
Fie Sy, Sy suma distantelor de la punctul A, respectiv B, la cele 2013 puncte

a). Toate punctele sunt la stanga lui A = S; < Sy ..o 2p
b). Toate punctele sunt la dreapta Iui B = S1 > So. ..o 2p
c). My,..., My(1 <14 <2012) la stinga lui A si M;,1,..., Magi3 la dreapta lui B

Sy =AM + AMy + - -+ AM; + BM; 4y + BMyo+ - + BMogy3 + (2013 — l)AB ...L5p
So =AM+ AMy+ -+ AM; + BM;y, + BMyjo+ -+ BMyys+i-AB .......... 1.5p
Dacd S1 =85 = (2013 —9)AB =10 -AB .. .. 1p
i = 2003 Smposibil = Sy 7 Sy wevviiiiee e 1p



Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematics
Craiova, 9 februarie 2013
Clasa a VI-a

Problema 1.
Sd se determine toate numerele naturale a respectiv b, a < b, de doud cifre, stiind
cd emmde(a, b) este un numér prim, de 20 de ori mai mic decit crmme(a, b).
*okk

Solutie. Fie p = (a,b), numdr prim. Atunci @ = pay, b = pb; cu (a;,by) =
1,a1 < by(pentru c& a < b din ipotezd. Din relatia a - b = [a,b] - (a, ) i din enuntul
problemei avem: 20(a,b) = [a,b], adici 20p = %prl’ de unde a;b; = 20. Cum
(a, b)) =l,a1 <by = a;=1,by =20saua; =4, b; = 5.

I. Cazul a; = 1, b; = 20 nu convine.

II. Cazul a; = 4, by = 5. Din (a,b) = p prim = p > 2. Dar a si b sunt numere
de doud cifre = p < 20, adicd p € {3,5,7,11,13,17,19} . Avem solutiile:

a=12,b=15;a=20,b=25a=28,b=35 a=44, b = 55, a = 52, b = 65;
a=68,b=285a="76,b=95.

Problema 2.
S4 se determine cele mai mici 100 numerele naturale consecutive a ciror sums s3 fie
divizibild cu 105.

Fkok

Solutie. Fie n,n+1,...,n 4+ 99 cele 100 de numere consecutive, n € N. Atunci

suma lor este S = n+(n+1)+...+ (n+99) = 100n + w = 100n+50-99 =
50(2n-+99). Din 105 =3-5-7 | S rezultd ci 21 = 3-7 | (2rn+99), unde 2n+99 > 99.
Conditia de minim din ipoteza problemei ne conduce la concluzia ci 2n + 99 = 105,
de unde n = 3. Deci numerele ciutate sunt: 3,4,5,...100,101,102.

Problema 3.
Spunem cd o multime X de numere naturale nenule are proprietatea (P) daci suma
oricdror trei elemente din X este un numér prim.

a) Dati un exemplu de multime cu proprietatea (P), de forma A = {5,7,a,b}.
b) Arétati cd nu existd multimi X cu proprietatea (P) astfel incat cardX > 5.
GM 4/2012

Solutie.

a). Un exemplu de multime cu proprietatea din enunt este 4 = {5,7,11,25} .

b). Fie X o multime cu cel putin 5 elemente cu proprietatea din enunt. Ele-
mentele lui X impdrtite la 3 dau resturile 0,1, 2.

I. Daca trei elemente din X dau acelagi rest la impértirea la 3, atunci suma
acestor trei elemente este divizibild cu 3 si mai mare decit 3. Deci suma nu este
numar prim, si astfel X nu are proprietatea (P).

II. Daca cel mult doud elemente din X dau acelasi rest la impértirea la 3, atunci
avem trei elemente care dau resturile 0, 1,2 la impartirea cu 3. Suma acestor trei



elemente este divizibild cu 3 i mai mare decét 3, deci nu este numsr prim, si astfel
X nu are proprietatea (). Nu existd astfel multimi X cu proprietatea (P) astfel
incat cardX > 5.

Problema 4.
Pe dreapta d sc iau punctele distincte A gi B, iar pe AB\[AB] se considera 2013
puncte distincte. Si se arate ci suma distantelor de la punctul A la cele 2013 puncte

este diferitd de suma distantelor de la punctul B la cele 2013 puncte.
Fokok

Solutie. Fie 51,5, suma distantelor de la punctul A respectiv B la cele 2013
puncte.

a). Toate punctele sunt la stanga lui A. Atunci S; = AM; + AMy |-+ AMypi3
iar SQ = BLM’I =+ BM2 + -+ B]\/I‘Z[)L‘j = (BA + AMl) + -4 (BA + Alwgmg) =
AMy + AM;y + - - + AMag13 + 2013 - AB. Observim ci S; < Ss.

b). Toate punctele sunt la dreapta lui B. Atunci S; = AMy + AMy + -+« +
BM2 + -4 BA12013 iar SQ = Bl‘/[l + BM2 + 4 BM2013. Observam ci Sl > SQ.

c). Considerdm ¢ My,..., M; (1 <4 < 2012) sunt la stanga lui A si M1, ...,
Myp13 sunt la dreapta lui B.

Atunci Sl = A]\/{l + AIMQ + e+ AA420]3 = AM1 + A]\/fg + e AJW,L- + (AB +
BMiy1) + (AB + BMiys) + -+ + (AB + BMag3) = AM; + AM, + -+ + AM, +
BMi+l + BMH.Q + -4 BM2013 + (2013 — Z)AB §1

SQ = Bj\/fl + BJMZ + R B]‘ngg = (BA+A1M1) +-- (BA+AJ7\/[7) + BMiJr] +
BM;i2+- -+ BMyys = AMy+AMo+- -+ AM;+ BMiyy + BMiyo+ - -+ BMagis +
i-AB.

Daci S) = Sy = (2013 —i)AB = i- AB, adica i = 2013 imposibil, deci S, # $,.



Inspectoratul colar Judetean Dolj

Filiala Craiova a SSMR

Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematica
Clasa a VlI-a
Craiova, 9 februarie 2013

Problema 1. Determinati a € Q astfel incét

a\/2012 —-2v2011 + \/2015 —4v2011 € Q.

(Gazcta Matematicd)

Problema 2. Aflati numerele reale , pentru care |z — 1| +1|2 — z| + |z — 3| +
|4 — x|+ .. +|2012 = 7| + | — 2013| = 2014(z — 2014).
(Gazeta Matematica)

Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex in carc triunghiurile ABC, ACD
si BDC au arii egale. Si se arate ¢ci ABCD este paralelogram.
Daca triunghiurile ABC si BDC au si perimetre egale, atunci ABCD este

dreptunghi.
ook

Problema 4. Sc considerd un punct M in planul paralelogramului ABCD.
Fie N simetricul lui M fata de A, P simetricul lui N fatd de B si Q simetricul
lui P fata de C.
a) Sa se arate cd dreapta M@ trece prin punctul D si cid D este mijlocul
segmentului [MQ)];
b) Unde trcbuic si se afle punctul M pentru ca MNQP sa fic trapez ?
(Gh. Titeica, Culegere de probleme)

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare problema se noteazé cu puncte de la 1 la 10;
Timp de lucru: 3 ore.



Inspectoratul Scolar Judetean Dolj
Filiala Craiova a SSMR

Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematica
Clasa a VIl-a
Craiova, 9 februarie 2013
Solutii

Problema 1. 1/2012 — 22011 = /2011 — 1, /2015 — 44/2011 = /2011~ 2,
Determinam a € Q astfel incét a(v2011—-1)4+v/2011-2 € Q & V2011 (a+

1)—a—-2€Q.
Deoarece 2011 este numar prim = /2011 € R\Q
Deducem a = —1.

Problema 2.

Deoarece |z ~1|,]2 — z|, |z ~ 3|, |4 - 2], ..., 2012 — z|, |z — 2013| > 0

= [z~ 1 +[2 -2+ |z - 3|+]4d—z[+...+(2012 — 2] + |z — 2013| > 0 =
2014(x — 2014) > 0 = 2 > 2014.

Deducem ca |z~ 1| =z - 1,)2-z| =2 —-2,|z -3 =z~ 3,[4—z| =
o —4,..,|2012 — 2| = z — 2012, |z — 2013] = & — 2013.

Ecuatia daté devine 2013z —2013-1007 = 2014z — 20142 = z = 1007-2015.

Problema 3. Ajpc = M,ABDC = d(D—’BZC)—'B—C‘ Deoarece Appc =
Agpc = d(A, BC) = d(D, BC) = AD  BC (deoarece A, D apartin aceluiasi
semiplan determinat de BC);

Ascp = MHABDC = ii(B—’CZQ)Q Deoarece AA(J'D = Appc =
d(A,DC) = d(B,DC) = AB  CD (deoarece A, B apartin aceluiasi semi-
plan determinat de DC);

Deducem ca ABCD este paralelogram.

Daca in plus, Pagc = Pgpc = AB+ BC+CA = DB + BC +CD =
CA = DB (deoarece din ABCD este paralelogram = AB = CD).

Deducem ca ABCD este dreptunghi.

Problema 4. a) Deducem ¢ NQ = 2BC si NQ u BC;

Deoarece ABCD paralelogram = NQ = 2AD si NQ i AD.

Cum A este mijocul lui MN = D este mijlocul segmentului M.

b) MP i NQ nu pot fi paralele intre ele.

Pentru ca M N 11 PQ, M se va afla pe dreapta AC’, unde C” este simetricul
lui C fatad de B.



Inspectoratul Scolar Judetean Dolj

Fili

ala Craiova a SSMR

Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematici
Clasa a VII-a
Craiova, 9 februarie 2013

Barem de corectare

Problema 1.

Oficiu 1p
V2012 — 24/2011 = /2011 — 1 2p
/2015 — 41/2011 = /2011 — 2 %P
V201l(a+1)—a—-2€Q 2p
2011 nr prim = /2011 € R\Q 1.5p
a=-1 1.5p
Total 10p
Problema 2.

Oficiu 1p

|z ~1},12 - =|,|z - 3|, /4 — 2/, ..., 2012 — 2|, |z — 2013| > 0 = 1p
lz =1 +12 = 2| + [z — 3| + |4 — z| + ... + [2012 — z| 4 |z — 2013| > 0_1p

= 2014(z — 2014) > 0 = z > 2014 1p
lz -1 =2-1,2-z| =2-2,|z - 3| =2-3,|4 — 2| = 2—4, ..., [2012 — z| =
z — 2012, |z — 2013| = z — 2013 %
Ecuatia datd devine 2013z — 2013 - 1007 = 2014z — 2014%_ . 3p
=z = 1007 - 2015 1p
Total 10p
Problema 3.
Oficiu lp
Aspe = 51(14_,3_2%7 Appe = w< Deoarece Aapc = Appc =
d(A, BC) =d(D, BC) = AD  BC 2p
Aacp = d(A,C—D)-CQ’ Appc = w. Deoarece Apcp = Appc =
d(A,DC) =d(B,DC) = ABuCD. 2p
ADBC,AB 1 CD = ABCD este paralelogram 1p
Papc = Pppc = AB+BC+CA=DB+BC+CD __________ 9%
= CA = DB = ABCD este dreptunghi 2p
Total 10p
Problema 4.
Oficiu 1p
a) NQ =2BC si NQ 1 BC; 1p
ABCD paralelogram = NQ = 2AD si NQ 1 AD 1p
A este mijocul lui MN = D este mijlocul segmentului MQ._______ 9p
b) MP i NQ nu pot fi paralele intre ele 2p
Pentru ca M N v PQ, M se va afla pe dreapta. AC’, unde C’ este simetricul
lui C fata de B 3p
Total 10p




Inspectoratul Scolar Judetean Dolj
Filiala Craiova a SSMR

Olimpiada de matematica-Etapa locala
Craiova, 9 februarie 2013
Clasa a VIII-a

Problema 1. Determinati numarul natural Ty pentru care:

1

=D
Ve e

in sistemul zecimal.
GM 6/2010

Problema 2. Fie SABCD o piramidi patrulaterd regulatd, AM L SB.
M €SB, BN LSC,NeSC,CPLSD,PeSD,DQLSA Q¢ SAsi R
simetricul lui N fata de AC.
a) Demonstrati cd punctele B, R, €, D sunt coplanare.
b) Aflati mdsura unghiului dintre dreptele M P si RQ.
GM 5/2012

Problema 3. Aratati cd daca
. 46
3a® + 30 — 20 — 14b + = =0,

unde a, b € R, atunci
<a+b<4

[SSRIN

*ok ok

Problema 4. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare astfel incat triunghiul

BCD s4 fie echilateral iar m (A/B\C”> =m (ZEB) = 45° . Demonstrati ca
planele (ABC) si (ABD) sunt perpendiculare.

HoK K

Nota:

1. Timp de lucru: 3 ore

9. Toate subiectele sunt obligatorii

3. Piecare problemi se va nota cu puncte de la 1 la 10 (un punct din oficiu)



Inspectoratul Scolar Judetean Dolj
Filiala Craiova a SSMR

Olimpiada de matematica-Etapa locala
Craiova, 9 februarie 2013
Clasa a VIII-a
Solutii

. . . 1 :
Problema 1. Egalitatea din enunt se scrie _ 0zt Y Notand

JI0zfy—1 100
1 z* .
z = /10z + y, rezulta 1= 106 Cum 2%—22—100 = (22—125)—(22—25) =
(
c

z—5)(22 + 4z + 20) si 22 + 4z + 20 > 0 pentru orice z numar real, deducem
4 z = 5. Atunci /I0z T y = 5 de unde 10z + y = 25. Asadar 7y = 25.
Problema 2.

a) Fie O = AC N BD. Deoarece piramida SABCD este regulata ASAC
este isoscel, deci Q/A\O = NCO. Cum ABCD este pétrat, vom avea [AO] =
[OC). Pe de altd parte, cum ASBC = ASDA, vom avea [BC] = [DA],
BCN = DAQ, CNB = DQA = 90°, deci ABCN = ADAQ. De aici
obtinem ¢ [NC] = [AQ)], si prin urmare AAQO = ACNO. De aici rezultd
OOA = NOC. Se observi ci (SAC) L (ABCD) si fie F € AC, NF L AC,
R € NF. Avem [NF] = [FR] si OF L NR, deci ANOR este isoscel si
NOC = ROC' deci @ = ROC. Cum R € NF C (SAC), va rezulta @, O,
R coliniare, deci {O} = QRN DB, in consecintd B, R, Q, D sunt coplanare.

b) Analog ca mai sus se aratd ca [MB] = [PD], deci [SP] = [SM]. Din
reciproca teoremei lui Thales rezultd ¢ PM || DB. Dar ABCD pétrat. deci
DO L AC. De asemenea SO L DO, deci DO L (SAC). Cum QR C (SAC),
vom avea QR L DO, deci DB L QR. Atunci PM L QR sim (M’IS,\RQ> -
90°.

Problema 3. Din enunt deducem ci 9a® — 6a + 9b* — 42b | 46 = 0. Prin
urmare (3a— 1)2+ (3b—7)? = 4. De aici obtinem (3a—1)* < 4si (3b— 72 < 4.
Asadar, —2<3a—~1<2g1 -2<3-7<2. Adunand ultimele doua relatii
rezultd —4 < 3a + 3b— 8 < 4, de unde 4 < 3a + 3b < 12, care prin mpértire
la 3 devine £ <a+b< 4

Problema 4. o o

Fie E € BA, CE L BA. Avem [BC] = [BD], CBE = DBE iar
latura BE este comuni, deci ACBE = ADBE. In consecintd m (ECTJ) =

m (/B/ET) = 90°, deci BE L ED. In ABEC avem m (B’E\C) = 90° si

m (@ = 45°, deci triunghiul este isoscel si [BE] = [EC]. Analog [BE] =
[ED]. In ABEC si ACED avem [BE] = [EC), [EC] = [ED] si [BC] = [CD].
In concluzie ABEC = ACED, deci m C/F\D) =m (fb?) = 90°. Asadar
CE L ED si CE L BA, prin urmare CE L (BAD). De aici rezultd (ABC)
1 (ABD).
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Clasa a VIII-a
Barem

Problema 1.

(6 3163 1 S O O P ip
1 0z y

T 100 2 ............................................ ip
z=+/10z +y, m—— ~—0 .......................................... 1p
B 100= (22 =5 — (22 =5) = (z—5)(s* +42+20) ......... 2p
224+ 42+ 20 > 0 pentru orice z numarreal ... 2p
VIO T g = 5 e 1p
T0Z 4 4 = 2D ottt e 1p
T = 2Dttt et ip

Problema 2.
OFICIU .« o et e et Ip
{OYy=ACNBD, AAQO = ACNO ... 1p
Q/()\A = ROC s @, 0, A, R, C coplanare, deci Q, O, R coliniare...... 2p
{O} = QRN DB; punctele B, R, Q, D sunt coplanare ................ 2p
PM | DB oo 1p
DB LQR,deci PM LQR ... 2p
m (M/P,\RQ> = 000 L e 1p

Problema 3.
(5701 L S PG S lp
002 —6a + 902 — 420+ 46 =0 ... it Ip
(3a —1)% + (3b— T = 2p
(Ba—1)2 < Asi (36— T)2 4 ieiiiiieeai 2
—2<8a—-1<281—2<3b—T <200t 1,50p
A S 80 Bb =8 S A e 1,50p
4<3(a+b)< 12y seimparte la 3. ... ip

Problema 4.
()15 1 NI 1p
E€BACELBA BELED ... oo lp
[BE) = [ECT=[ED]. oo 2p
ABEC = ACED . 2p
m (@) =m (B'EE) =000 2p
CE L (BAD) oo e 1p
(ABO) L (ABD) ..ottt 1p



Olimpiada Nationald de Matematici
Etapa locald, 9 Februarie 2013
Clasa a IX-a

Solutii si Barem de notare

Problema 1. Se observa ci pentru = 0 conditia este verificatd................................ 1p

Dacd x € (0,1), atunci [z] = 0, {z} = = si elementele 0,2, z,cu = # 0, nu pot forma o progresie
GEOMNEETICA. . . . o e 1p
Fie z > 1. Atunci {z} < [2] < , iar elementele multimii {z, {z}, [2]} formeazi o progresie geometrica
dacd si numai daci avem z{z} = [£]% ... ... . i 2p
Relatia z{z} = [z]? implici 22 — 2 [z] — [z}* = 0. Deducem z = 1—*2‘5 (@] oo 2p
Insd cum z < [x] + 1, se obtine 3%1 [z] <1, adici [z] < ﬁ = l—ffé S 1p
Rezultd [z] = 1, deci z = %@ ................................................................ 1p
Concluzie. x € {0, %@} ....................................................................... 1p

OBICIU et 1p

otal. . 10 p
Problema 2. a) Avem (2,1 — 1)2 = Ty — Tpn-1, de unde rezulti @, = 1 —x,, | +x2_;, oricare ar fi
L 2 e e 1p

Se demonstreazi cd propozitia P (n) : &, = 1 4+ 2129 - ... - &p1 este adeviratd oricare ar fi n > 2
prin inductie matematicd dups m... ... .o 1p

Pentrun = 2, avem z9 = 1 — 2 +4 = 3, deci o = 1 + x1, prin urmare P (2) este adeviratd... 1 p
Presupunem ci P (n) este adeviratd pentru un n > 2, deci 2, = 1 + 2122 - .. - Tp_1.
Deducem z,41 = 1—xn+x% =14+ (xp — 1) zp = 14+ (2122 ...  Tp_1)Zp, adicil propozitia P (n + 1)

este adeVarabd. . . ... .. e 2p

b) Se observi ci termenii sirului sunt nenuli. Atunci, prin impértire cu 2122 - ... - 512, propozitia

de la a) este echivalentd cu propozitia ” xlxz.._l'_znkl = xlm%}xnvﬂn -+ % este adevirati oricare ar fi

TL > 2 s lp

o1 1 1 1 _ 1 1 1 1 -
Deducem succesiv stn Tttt T rEn = T +4+ ot o + TEE =

1 1 11 1 _ foare s )

—z—1+5+mwafaﬁl,orlbdredrﬁﬂvZQ .............................................. 2p
Cum T 0, se obtine inegalitatea dinenunt ........... ... ... i 1p
OfICIU .« et e e 1p

Lotal . oo 10 p

Problema 3. a) Din Q4 + QB = QD deducem ci QD este diagonaly in paralelogramul ADBQ, de

unde rezultd ¢l QB = AD. . . 2p

Din MA + MB = DB, folosind regula triunghiului de adunare a vectorilor liberi, deducem MA +
(]MA + E) = DA+ AB, de unde 2MA = DA, sau 2AM = AD. Cum AD = BC, rezulti egalitatea

2AM = BC. In particular, deducem c& punctul M este mijlocul segmentului [AD]. ... 2p
b) Stabilirea configuratiei geometrice, eventual figura ........... ... ... 1p
Punctul P este intersectia a doud mediane ale triunghiului ADQ, deci este centrul de greutate al
triunghiudul ADQ -« . oo 2p
Concluzia: P centrul de greutate al triunghiului ADQ implici PA+PD+PQ =0. ......... 2p
57 M lp
41 7 Y 10 p

Problema 4. Fie AA’, BB, cu A’ € [B(C], B e [AC], doud dintre bisectoarele interne ale triunghi-
ului ABC.

Aplicand teorema bisectoarei se obtine BA’ = ﬁB_, B = GL_HZ—C ....................... 2p
Se obtine apoi AA’ = %E + ﬁXé, BB = —-AB + a:—cﬁ .............................. 1p
Cum I € (AA'), existd un numir real z € (0,1) astfel incat Al =zAA...................... 1p

[}



Deducem BT = (bﬂr—bc - )E + E%.EZA? .................................................... 1p

I zb_ _zc
Vectorii BI si BB’ fiind coliniari, rezulti ”*T”ll = 22 de unde se obtine z = aﬁic ......... 1p
I _ - atc
Prin urmare avem Al = #AB +oaggeAC 1p
Deducem apoi alA+bIB+cIC = (a+b+c)TA+bAB+cAC = (—bAB — (:E) +bAB+cAC = 0.
Prin urmare centrul cercului inscris in triunghiul ABC verificd relatia din enunt................. 1p
Reciproc, fie I un punct care verificd relatia datd. Deducem c& (a + b+ ¢) I’ = 0, §i cum a+b-+c #
0, rezultd ci IT = 0, adici punctele T i I’ coineid. ........ .. ... . . . . . . ip
OB It L 1p
ot al. .o 10 p

Observatie. Solutia trebuie s3 includd o demonstratie a expresiei vectorului de pozitie al centrului
cercului inscris in triunghi.

Nota:Orice rezolvare corectd, completd sau partiald, va fi notatd cu punctajul corespunzitor.



Inspectoratul Scolar Judetean Dolj
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Problema 1. Si se determine numerele reale pozitive x pentru care elementele multimii {z, {z}, [z]}
formeazd o progresie geometricg.

Problema 2. Sirul de numere reale (), verificd 1 =2 i 2,1 = 1+ /Ty, — Tp_1, n > 2. S se
arate ci: -

a) Tn =14 2122 - ... Tp_1, oricare ar fin > 2.
b) £+ L+ . +L <1 oricarear in>2.
1 T,

T2

G.M.-B nr. 11/2009

Problema 3. Fie ABCD un paralelogram si fie Q, M puncte in planul siu astfel incat QA+QB = QD
si MA+MB =DB.

a) Aritati ci @B = AD si 2AM = BC.
b) Daci P este punctul de intersectie al dreptelor AB si QM, demonstrati ¢ PA+ PD+ PQ = 0.

G.M.-B nr. 11/2012

Problema 4. Fie a, b, ¢ respectiv lungimile laturilor BC, C A, AB ale triunghiului ABC. S& se arate
ci punctul I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC daci si numai daci

alA +bIB +cIC = 0.

Nota:
e Timp de lucru: 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
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Problema 1.
Fie f,9 : R — R astfel inct g o f este functie injectivd si f o g este functie
surjectivd. Sa sc arate ca f si g sunt functii bijective.

*okok
Problema 2.
Fie a,b,c¢ > 0, numere reale cu abc = 1. S4 se arate ca
A+ 4+ +3>ab+betact+a+bte.
G. M. C: 2697
Problema 3.
Rezolvati in R ecuatia
(\/5+ 2\/6) + <\/5 -2v6) =10.
ook
Problema 4.
Dacit z + £ = 2cos(z), x € R, sd se calculeze 2" + 27, ¥n € N.
ok

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare problemé se notcazé cu puncte de la 1 la 10;
Timp de lucru: 3 ore.
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Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematica
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Barem de corectare

Problema 1.
Problema 1.

Oficiu 1p
Demonstrarea fapului ¢ f este injectiva 2p
Demonstrarea fapului cd f este surjectiva 2p
Demonstrarea fapului ¢ g este injectiva 2p
Demonstrarea fapului ci g este surjectivé 3p
Total 10p
Problema 2.
Oficiu 1p
Alegerea a doua numere a i b astfel incat (e~ 1)}(b—-1)>0____ 9p
Deducerea inegalitatii 1 + ¢ > ac+ be 2p

Reducerea inegalititii la forma a®? + 02 + > +3 > 1+c+ab+a+b+c2p

Scrierea inegalititii sub forma (a — 1%1)2 +3 (b;zl)z +(-12>0 3p
Total 10p
Problema 3.
Oficiu ip
Considerarea notatiei ¢t = (\/ 5+ 2\/6_5)35 2p
Rescrierea ecuatiei sub forma ¢ + % =10 3p
Rezolvarca ecuatiei t + 1 = 10 2p
Dedncerea radacinilor z79 = £2 2p
Total 10p
Problema 4.
Oficiu Ip
Rezolvarea ccuatiei si deducerea solutiilor 219 = cos(z) 4 i sin(z) 5p
Deducerca faptului ca 2" + 27" = 2 cos(nz) 4p
Total 10p



Inspectoratul Scolar Judetean Dolj
Filiala Craiova a SSMR

Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematici
Clasa a X-a
Craiova, 9 februarie 2013
Solutii

Problema 1.

Fie 21, 25 € R astfel incat f(z1) = f(z3). Deducem cii g(f(x1)) = g(f(z2)),
iar cum g o f cste injectiv avem cd z; = mp. Agadar, f cste injectiva.

Fie y € R. Din faptul ci f o g este surjectivi obtinem cA existd 2’ € R
astfel incat f(g(2')) = y. Asadar, existi = = g(z') € R astfel incat flz) =y,
deci f este surjectivd. In concluzie, f este bijectivi.

Fie y1,y2 € R astfel incit g(y1) = g(y). Folosind faptul ci [ este sur-
jectiva, deducem cd existd z1,25 € R astfel incét f(z,) = y; si f(z2) = yo.
Astfel, avem i g(f(x1)) = g(f(z2)), deci 21 = x5 §i y; = y». Am demonstrat
astfel ca g este injectivi.

Fiez € Ryifiey = f(z) € R. Cum f o g este surjectivi avem ci existi
o, € R astfel incdt f(g(z1)) =y, deci f(g(z1)) = f(z). Folosind injectivitatea
lui f obginem ci g(x;) = =z, adici g este surjectivd. In concluzie, f este
bijectiva.

Problema 2.

Pentru ca abc = 1, avem c& doud dintre numerele a, b, c sunt la fel agezate

fata de 1, fie acestea a §i b. Obtinem astfel ci (a — 1)(b — 1) > 0, adica

ab+1>a+b.
Inmultind ultima inegalitate cu ¢ deducem ci
1+c¢>ac+bec.
In concluzie, va fi suficient si arfitim ci
P+ +3E+3 >l+c+ab+a+b+ec

Demonstratie se incheie pentru ci ultima inegalitate se poate rescrie astfel

2 2
(-45) +(45) vemrzo
Problema 3.

z
Dacé vom nota prin ¢ = ( 5+ 2\/6) ecuatia

T

( 5+2\/6)E+( 5—2\/6> =10



devine 1
t+ 7= 10.

Obtinem radacinile

tia =5 £ 26,

deci avem radacinile ;5 = £2.

Problema 4.
Rezolvand ccuatia z + % = 2cos(z) obtinem c&

212 = cos(z) + isin(x).
Deducem astfel ci

2"+ 27" = cos(nz) + isin(nz) + cos(nz) — isin(nz) = 2 cos(nz).
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Problema 1. Fie (ap)nen un sir de numere reale convergent la a, avind
toti termenii diferiti de a, si fie k : N — N o functie. Demonstrati c& urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

@) lim_owo =0

(b) pentru orice y € N multimea {z € N|k(z) = y} este finitd (multimea
vidj este finits, avand zero clemente).

Problema 2. Fie a, b > 0 si functiile f, g : (0,+00) = R astfel incit
lim f(z) = " si

2
az® +b .
———— ] -g(z) =z pentru orice z > 0.
f ( = $4> (z) p
S4, se arate ca functia g nu este marginita.

Problema 3. Demonstrati ci toti termenii girului definit prin relatiile

7y =0, xn+1=1+2-”:n+ 3$721+6$n+11 n >0,

sunt numere naturale.
Problema 4. Fie matricea

2011 2012 2013
A= 2013 2011 O
—-2012 0 2011

S4 se calculeze A™, unde n € N.

Nota:

1. Toate subiectele sunt obligatorii.

2. Fiecare problema se noteazd cu puncte de la 1 (din oficiu) la 10.
3. Timp de lucru: 3 ore.
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Barem de corectare

Problema 1.
Existenta unui gir (t,)nen, strict crescitor gi nemarginit superior ... 4p

Divergenta Sirulul (Gp)neN « -« veereernermmmeiie e 2p
Constructia i ny(€) ..o 2p
Convergenta $irulul (@r))neN <« ooovererree i 1p
OFiCIT ..ottt e 1p
Total ... 10p
Problexgla 2.

Tgrfm % et 5p
Jim 9(z) = % P lim @= 00 3p
Nemarginirea lui g ......... ... 1p
OfICIU oo 1p
Total ..o 10p
Problema 3.

T2+ 22— AT — 201 — 20, =0 L 3p
Tpao =4Tni1 — Tn — 2 oo 4p
Inductia matematicd ........... ... i 2p
Officiul ..o 1p
Total .. 10p
Problema 4.

A= 2011054 B oo 4p
.B3 = ()3 ........................................................... 3p
A" = (201115 + B)" = 2011"I5 +n2011"-1 B + 2n=log11n-22 .. 2p
OfICIU .« 1p
TObal .o 10p
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Solutii

Problema 1. Fie (a,)nen un sir de numere reale convergent la a, avand
toti termenii diferiti de a, si fie £ : N — N o functie. Demonstrati ca urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(b) pentru orice y € N multimea {z € N|k(z) = y} este finitd (multimea

vida este finitd, avind zero elemente).
Solutie. {a) = (b) Daci pentru un yo € N multimea {z € Njk(z) = yo}
ar fi infinitd, ea ar include un sir strict crescdtor gi nemarginit superior,
notat cu (Un)nen. Atunci, sirul (Gxg,))nen, Unde ax,) = Gy, 7 a, este un
subsir constant al sirului (@, )nen- In concluzie, acesta din urm4 nu mai poate
converge la a.

(b) = (a) Oricare ar fi € > 0 existd n(e) € N astfel incit |a, —a| <€
pentru orice n > n(e). Multimile (M;)o<i<n(e), unde M; = {z € N[k(z) = i},
fiind finite, existd nq(e) astfel incat n ¢ |J M; pentru orice n > ny(g).

0<i<n(e)
Aceasta ne conduce la k(n) > n(e) pentru orice n > ny(g). Deci |agpmy—al < e
pentru orice n > 1, (g). n

Problema 2. Fie a, b > 0 si functiile f, g : (0,+00) — R astfel Incat
lim f(z) = b° i

2
f(az +b) -g(z) =z pentru orice z > 0.

V1+ .zt

1



S4 se arate ci functia g nu este marginita.

. Y 2 ¢
Solutie. Observim ci lim 222 = ¢ de unde rezultd ci
b
z—y+oo V14

. L
A 90) =g B = oo

Am obtinut ca lir+n g(x) = +0o0, deci g nu poate fi mirginita. ]
r—>+0oC

Problema 3. Demonstrati cd toti termenii sirului definit prin relatiile
Ty =0, Tps1 = 1+ 2z, + /322 + 62, +1,n >0,

sunt numere naturale.
Solutie. Observam ca girul este strict crescator. Ridicand la patrat relatia
de recurenta, obtinem

2 2 oo , -
Tpy1 + T, — 4TpTpi1 — 2Tnq1 — 22, = 0.

Din aceasta relatie scidem relatia omoloaga obtinuta prin inlocuirea n —
n + 1 si ajungem la

Inyo = 4wn+1 - Ty — 2; n > 1.

Cum z; = 0 §i 29 = 2, concluzia rezulta prin inductie matematica. u

Problema 4. Fie matricea

2011 2012 2013
A= 2013 2011 O
-2012 0 2011

Sa se calculeze A”, unde n € N.
Solutie. Observam ca A = 2011 - I3 + B, unde

0 2012 2013 0 e a+1
B=] 2013 0 0 =[a+1 0 0 ,
-2012 0 0 -a 0 0
si
0 0 0
B’=[0 afla+1) (a+1)? |, B? = 0s.
0 —a? —a(a +1)

Astfel, A® = (2011-Is+ B)" = 2011™ I34n-2011""1 B+ 21 201172 B2,
unde n > 2. n
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Problema 1. Pe Z consideram legea de compozitie interna ,,o” definits
pentru x,y € Z prin
Toy=azxy+blz+y)+e,

unde a,b,c € Z.
Sé se arate ca:
(i) Legea de compozitic ,, 0" este asociativi daci si numai daca

2 —b—ac=0.

(i) Dacd b* — b — ac = 0, atunci legea de compozitie ,,o” admite element
neutru dacd si numai daca b divide c.

ok
Problema 2. 8i se arate ca grupurile (R, +) si (R*, -) nu sunt izomorfe.

ok
Problema 3. Si se calculeze [ sinz cos  cos(2z)... cos(2213 ) dx.

ok
Problema 4. Si se determine numerele reale o gi bastfelincat f : [-1,1] — R,

a+sinl ze[-1,0)
flxy=14 0, z=0
b+sini, z€(0,1]

sd admita primitive pe [-1,1].
(Gazeta Matematici)

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare problema se noteazd cu puncte de la 1 la 10;
Timp de lucru: 3 ore.
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Barem de corectare

Problema 1.
Oficin 1p
(i) 4p
(ii),, =" 2p
=T 3p
Total 10p
Problema 2.
Oficiu 1p
Presupunere prin absurd 3p
Existd a € R astfel ca f(a) = —1 2p
a =0 2p
1 = —1,absurd 2p
Total 10p
Problema 3.
Oficiu 1p
Identitatea sin 2 cos z cos(2z)... cos(22013z) = sm(;;# 5p
Finalizare 4p
Total 10p
Problema 4.
Oficin 1p
_ [sini ze[-1,000(0,1]
Q(I) - { 07 =0

admite primitive 3p

f=g+hcu
a, = €[-1,0)
h(z)y=4¢ 0, z=0
b, z€(0,1]
2p

f admite primitive daci si numai daci h admite primitive 3p
J admite primitive dac# si numai daci a = b = 0 1p
Total 10p



