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CLASA A IX-A

Subiectul I. a) Demonstrati, prin inductie matematica, dupa numarul de cifre ale numarului n
natural, ca produsul cifrelor lui, p(n), este mai mic sau cel mult egalcu n.
b) Determinati numéarul n daca p(n) = =~ - 42 n + 440.

Subiectul Il. Triunghiului ABC i se circumscrie cercul cu centrul O si diametrul sdu [A4;] este

paralel cu latura[ BC]. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Demonstrati ca dreapta BC imparte
segmentul [OH] in doud segmente congruente.

Subiectul lll. Demonstrati ca :
a) [+ {(x+ 3P [+ (2 +3P] 24 (x+ 5 Vv e

b) Gasiti numerele naturale n pentru care Z* —1 se divide cu 7.

Subiectul IV. Fie ABCDE un pentagon convex si P € (DE). Notam G,,G,, G5, G, centrele de
greutate ale triunghiurilor ADE, APB, ABC si respectiv APC. Sa se arate ca G, G, GG, este

paralelogram daca si numai daca P este mijlocul segmentului (DE).

TIMP DE LUCRU 3 ORE. FIECARE SUBIECT ESTE NOTAT CU 7 PUNCTE

CLASA A X-A

1. a) S3 se demonstreze cd x° —3x+2 >0 pentru orice x > 2.

b) Fie a,b,c>1. S se arate i log, (0™ —2b+2)+log, (¢ —2c+2)+log, (a™" —2a+2) > 3.
2. Se considera multimea A = {ze C/|z| = 1}.
1 3 2013
a) S&searatecd (———ij eA. b) Sa se arate ca pentru orice z,,2,€ A avem z,-z, € A..
2
c) Sasedetermine z,,z,,7; € A astfelincat z, + 2z, +z; =3.
3.a) Fie f: NN, f(n)= n+(—1)". Sa se arate ca f(f(n)) =n, pentru orice n€ N. Este f
bijectiva ? Justificare.
b)Sdsearatecd g:N—>N, g (n) = [n\/a} este injectiva dar nu este surjectiva, unde [n\/a}
reprezinta partea intreaga a numarului n\/z

4. Fie A o multime de numere reale care verifica simultan conditiile:

(i) 2013€ A (ii) 2xe A pentruorice xe A (iii) [log, x]€ A pentru orice xe€ A,

unde [log2 x] reprezintd partea intreagd a numarului log, x.

a)Sasearateca le A. b) Sa se arate cd n€ A pentru orice numar natural n.



CLASA A XI-A

1. Cu notatiile obisnuite intr-un triunghi ABC, aratati ca:
—a a—2ccosB a

b -b b—2acosC|=0.
c—2bcos A c —-c
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a) Ardtati ca pentru orice n natural nenul existd x,,y, € Z astfelincat A" =x,A+y, 1,

2 3
2. Se considera matricea A = .

. X
b) Calculati lim—. ok

n—oo

n 1 n n+l .
3. Seconsiderd sirurile e, = [1+—J si f, = [1+—J ,unde ne N .
n n

a) Ardtatica (en) este strict crescator si (fn )n21 strict descrescator.

n=1

b) Stiind ca cele doud siruri au limita e, aratati ca ! N <In(n+1)—1In(n) < l, Vn2>1.
n

1 1
c) Studiati convergenta sirului ¢, =1+—+—+...+——1In(n).
2 3 n
%k %k
4. Caleulati limi/an® +n® +2n+1—+/4n> —n+2 .Discutie dups parametul real a .

n—oo

k k%

CLASA A XII-A
SUBIECTUL |

Calculati [ l;”—l_l dx, x>1.
SUBIECTUL I

Fie a,b numere reale astfel incat O<a<b si f:[a,b] >R de doua ori derivabild pe [a,b] cu f"

[

continud. Daca j: flx)dx=—-f'(a) — bT - f'(b) +bf(b) — af(a), sd se arate ca 3 c € (a,b)

astfel incat f""(c) = 0.

SUBIECTUL Il

Fie (G,o) grup si H — G subgrup astfelincat H #G.
a) Sdsearatecadaca Ac G—H este finit si nevida, atunci dx, ye A astfelincat xoy¢ A.
b) Daca H,,H, suntsubgrupurialeluiGsi G=H, UH,, atunci H c H, sau H,Cc H,.

SUBIECTUL IV

Sa se determine functia f : R — R, care admite primitive F, pentru care avem relatia

f(x)-Fl-x)=1+x", Vxe R



BAREME

CLASA A IX-A

la) Pentru numerele de o singura cifra exista egalitate. (1pct)

Presupunem ca p(n)= n pentru orice numar natural cu mai putin de k cifre si fie n =

un numar arbitrar cu k + 1 cifre.

b) trebuie 7~ - 42 n + 440 < n care conduce la n€ [16, 26].(1pct)

Prin verificari se deduce n £ {18, 20, 24 }(3pct)

2. DA, =— 0A (Ipet) deci:
ﬂH*_DA" _ 0408 _*GE_DA = 05:' = (3pct) adica mijlocul segmentului A,H coincide cu cel al lui
BC. (1pct)

Deoarece BC este paralela cu AA,, atunci linia mijlocie a triunghiului OA,H este inclusa in
dreapta BC(1pct), deci mijlocul lui HO este situat pe BC.(1pct)

3.a) Pentru x, y = 0 se face calculul si se verifica(1pct)

Pentru x, y < 0, notam x=-a, y=-b, a,b> 0 si se reduce la cazul precedent.(1pct)
Pentru x> 0 si y < 0 notam x+y =S si X y = P; avem de demonstrat ca

P® 4+ 5% (5% .3SP)< 45° sau 35° +35°P - P? = 0; impart prin P* (<0) si avem 327 + 3u’ -

1= 0 unde

u= % <0;notamu=-a (a>0)siavem 3 a® -3a” + 1=0 (2pct)adevarata pentru ca a* >0 si

2a° +1 -3a” =

a*+a*+1°-3-a-a-1=(a+a+1)(a” +a+a)>0.(Ipct)

b) P(n): 2" —1 =7m, meZ

Deoarece 2¥*% — 1 =8.2% -1 =7. 2% 4( 28 - 1), avem P(k)<=P(3)

P(0) adevarata si P(1), P(2) false, deducem ca n€ {0, 3,6, ..., 3k, ... }(2pct)

4. Fie S un punct oarecare din plan. G, G, GG, paralelogram & G, G5 si G, G, au acelasi mijloc (1pct)&

%(5 G, +56G;)= %(5 G, +56G,) (1)(1pc); 5—1’_71 = % (SA+5D +SE) si inca trei analoage (4pct)care

inlocuite in (1) si, dupa reduceri, avem % (5D + SE)=SP & Peste mijlocul segmentului (DE).(1pct)



CLASA A X-A

1. a) se ajunge la (x—l)2 (x+ 2) >0 (3p)

b) log, (™" —2b+2)+log, (¢ —2c+2)+log, (¢ —2a+2)>

log, (b*—2b+2)+log, (¢’ —2c+2)+log, (a’ —2a+2)>log, b+log, c+log, a>3. (4p)

2.a) (2p)

b) (2p)

c) fie z, =cosq, +isina;,i€ {1,2,3}. Se ajunge la cos @, +cos,+cos @, =3, deci

cosq, =cosa, =cosar, =1, deci z, =z, =z, =1. (3p)

3.a) f(f(n)) =n, ne N (2p), deci f esteinversabilicu f~' = f, deci f este bijectiva. (2p)

b) daca g nu ar fiinjectiva, ar exista n,me N,n>m cu [n\/z] = [m\/z], deci n\/E—m 2 <1,

fals (2p) ; ecuatia g (n) = 3(de exemplu) nu are solutii (1p)

4.a) [log,2013]=10€ A= [log,10]=3€ A= [log,3|=1€ A (3p)

b) inductiv 2" € A pentru orice n€ N (2p); de aici n = [log2 2":'6 A pentru orice ne N (2p)

CLASA a Xl-a
SUBIECTUL 1
N . . b*+c*—-a’ )
Solutie: Din teorema cosinusului avem cosA = —  , deci
2bc
b*+c*—a® a’-b’
c—2bcosA=c— = . (2p)
c c
b* —c?
—a a
a
ct—a’
Analog celelalte expresii si determinantul devine A = b -b 5 (2p)
a’-b’
c —c
c
Se calculeaza determinantul si se obtine A=0. (3p)
SUBIECTUL2 Solutie: a) Demonstram prin inductie dupa n

Vne N',p(n):3x,,y, € Z.ai.A"=x,A+y,1,.

propozitia



Avem p(l):3x,,y, € Z..ai..A=x,A+ y,I, adevarata pentru x, =1,y, =0 (1p)
Din relatia Cayley-Hamilton avem A* = 4A+351, . (1p)

Presupunem  p(k) adevdrata si demonstram  p(k +1). Pentru aceasta calculam
A" =AY A=(x, A+ y )A=x, A’ +y,A=x,(4A+51,)+y A= (4x, +y,)A+5x.1,.Deci

existd x,,, =4x, +y,,¥,,, =9x,, ambele din Z, astfel incat p(k+1) adevarata. (2p)

b) Tnlocuind pe y, =5x,_, in prima recurentd obtinem x,,, =4x, +5x,_,. Folosind ecuatia atasata

5" =(-D" 5" +5(-1)" .X
deducem x, z#, ; z#.Se deduce Iim—=1. (3p)
6 6 noe y
SUBIECTUL3  Solutie: a) Calculam
2 n n .
e n°+2n n+2 -1 n + 2 Bernoulli n n+2
ntl 5 . =(1+ 5 j . > (1— 5 j >1, deci
e, n"+2n+l1) n+l n"+2n+l1) n+l n"+2n+1) n+l
sirul (en )n21 este strict crescator. (2p)
Analog se demonstreaza ca sirul (fn )n21 este strict descrescator (1p)

b) Avem e, <e < f, siaplicand functia In acestei inegalitati se obtine concluzia. (2p)

c) Se calculeazd c¢,,, —c, = +Inn—In(n+1) <0 deci sirul este strict descrescator. Tnhsumand

n

n+1
inegalitatile de la punctul b) se deduce marginirea, deci si convergenta. (2p)

SUBIECTUL 4.

Solutie: Scoténd pe n factor comun fortat se obtine
. I 2 1 1 2
limn| ila+—+—+—F— [4——+—
n—soo n n n n n

Pentru a=8 avem lim(%/8n3+n2+2n+1—2n)+(2n—\/4n2—n+2)=%+%=%, dupd ce

amplificam fiecare diferenta cu conjugate. (3p)

=oo-(la —2)={—oo,.daca.a <8 (4p)

j o, ..daca..a > 8
o-0,..daca..a =8

Nota: Fiecare subiect este notat cu 7p.



CLASA A XII-A

lnx 1 Inx..

Inx—1 In
J-_x +]n xd .[ ll’lx ——.[Txdx——arctg7+C (7pCt)

1+ (7) 1+ (7)
I1.Se aplica de doua ori metoda integrarii prin parti si o teorema de medie:
[ £ Cdx=[x f ()=t (O, =] of ()= (0) =af (@)= [ ()" f (Wb =bf B)=af (@)= f ()1, +

b 2 2 2 b 2
j% £ "(x)dx = bf (b) —af (@) —% £'(b) +% f'(a) +j% £ (x)dx .(cate 2 pet pentru fiecare
integrare prin parti)

b 2
Comparand cu ipoteza = I % f (x)dx =0 .(Ipct). Cu o teorema de medie = 3ce (a,b) astfel

2

incat % £ (€)=0= f'(c)=0.22pct)

III. a) Presupunem ca Vx,ye A avem xoye A;fie A={x,x,,...x,}, |Al=n; fie

. . . _ —1 _
B={x0x,x0°x,,...x,0x,}.Dinipoteza Bc A;daca xloxl.—xlolestgx1 =X =X,

contradictiecu |Al=n deci |Bl=n;Bc A= B=A (3pct); deci Jdie E astfel incat

xox,=x,=>x =e; e AcG—-H,ee H este contradictie deci demonstratie incheiata.(1pct)

b) Presupunem ca H, ¢ H, si H, ¢ H,.Fie ae H —H,,be H,—H,; din
ac H,be G-H = aocb¢ H, iardin be H,,ac G-H, = a°b¢ H,. (2pct) Dar
G=H UH,=acbg G contradictie (1pct).
IV. Pt.
x=1-x= fA-x)-F(x)=x"=2x+2= f(0)F1-x)— fU-x)F(x)=2x-1= (F(x)F(1-x)) =2x-1
F(x)F(l—x)=x2—x+c;F(x)>0,Vx:>c>i

. . . *+1
(2pct)Din F(x)F(1-x) = x> —x+c, prin inmultire cu f(x) avem f(x) = 2x ;
F(x) x—x+c

1 3-2c 2x—1
InF(x)=..=x+—In(x>—x+c)+ arct +1,le R(3pct)
2 Véc—1 g\/4c—1 P

3-2¢ x
arctg
F(x)zkex\/)cz—x+c-e‘/m Vil =l (2pct)




