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Problema 1. Se considerd sirurile de numere reale (an)n>1, (bn)n>1 i (Cn)n>1
definite prin
a
a; > O,b1 > O,an+1 =an + an,bn+1 =an + bn,Cn = bi
n

oricare ar fi n natural nenul.
< < 1 .
a) Sa se arate ca |cp1 — V2 | < 3 |cn — /2 |, oricare ar fi n natural nenul.

b) S& se arate cd daca sirul (¢, )n>1 este monoton, atunci el este constant.

Problema 2. Fie (ay,),>1 un sir de numere reale si 4,, = max{a1, as,...,a,}
pentru orice n € N*.
a) Sa se studieze convergenta sirului (A,z,),~, in cazul

1
an=n*+n+(=D"(n*-n), x,=—,¥n>1
nay,

b) Sa se arate c&, dacid (z,), este un gir descrescator astfel incat lim x, =0
n—o0

si lim a,x, =0, atunci lim A,xz, = 0.
n—oo n—oo

Problema 3. a) Sa se arate ci, dacd n este un numar natural nenul, atunci
pentru orice doud matrice A, B € M, (R) are loc relatia tr(AB) = tr(BA), unde
tr(X) desemneaza suma elementelor de pe diagonala prinicipald a matricei patrate
X (urma matricei X).

b) Determinati toate perechile de numere reale (x,y) pentru care existd doud
matrice A, B € M5(R) astfel incét

x 60 . 10 30
AB-(2 y) si BA—(4 20).

Problema 4. Fie a,b, ¢ numere reale strict pozitive si nu toate egale. Sa se
arate ca matricea

OO0 OQ
o O o e O
o0 O oo
ST O Q OO0 O
O OO0
Q OO0 O T O

este inversabila.

Toate subiectele sunt obligatorii si se noteazd cu puncte de la 0 la 7
Timp de lucru: 8 ore
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Nota: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice alta

rezolvare se asimileaza conform baremului.
Subiectul 1.

Prelucrare prof. Ovidiu Sontea, Bucuresti

Detalii rezolvare

Barem asociat

T 2b, — a2 — b2 V)
a) ens1 — V2| = an + ani;nf V2 =(vV2-1) W’ 2 puncte
n 1
|cn+1—\/§|: (\/5—1) b ‘cn—\/i’ < 5’0”_\/5‘ 2 puncte
an n
b) Calculul de la a) arats ca daca ¢, — v/2 # 0, atunci ¢, — v/2 si ¢,41 — V2 au semne opuse. 3 puncte

Astfel, daci ¢; —v/2 # 0, atunci termenii sirului (cn)n>1 se afla alternativ de o parte gi de cealaltd
a lui /2, deci sirul nu este monoton; in cazul ¢; — v/2 = 0 sirul este constant (deci monoton)

Subiectul 2.

Prof. George Stoica, Canada

Detalii rezolvare

Barem asociat

a) A, = 2n? pentru n par si A, = 2(n — 1)? pentru n > 1 impar 1 punct
Apx, = 1/n — 0 pentru n par si A,z, = (1 — 1/n)? — 1 pentru n impar, deci (A4,,) nu este 2 puncte
convergent

b) Sirul (A,), este crescitor, deci are o limita | > —oo 1 punct
Daca [ este finita, atunci concluzia este evidenta 1 punct
Daci | = 400, atunci relatiile i1 = 1, i,41 = min{k | ax > a;, } definesc un gir strict crescator de 2 puncte

numere naturale. In plus, daca i, < n < ipy41, atunci a;,, = A;,, = A;, 41 = ... = A,. Dacd

pentru fiecare n > 1 consideram acel unic 4, pentru care i,, < n < i1, obtinem lim 4,, = oo,
n— o0

Apxy = a;, xn < @, %, , iar sirul (a;,,2;,,),,~, tinde la 0, fiind un subsgir al sirului (a,@y),~;-
Cum, pe de alta parte, A,z, > Az, §i (A12,), — 0, concluzia rezulta imediat

Subiectul 3.

Prelucrare Gazeta Matematica nr. 12/2012, prof.

Petre Dicu, Sibiu

Detalii rezolvare

Barem asociat

a) Daca A = (aij)lgid‘gn, B = (bij)lgi,jgn §i AB = (cij)lgi,jgny atunci Ci; = ZZ:l aikbki 1 punct

Rezultd trAB =0 S0 @ikbri = D opeq Dorq Qikbr; = trBA 1 punct

b) Din a) reiese 4+ y = 30 1 punct

det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) = xy = 200, deci sunt posibile cazurile (z; = 10,y; = 20) 2 puncte

sau (xg9 = 20,y2 = 10)

Se obtin ambele perechi: A; = 10°30 , By = 1o ; Ay = 25 , By = 5 5 2 puncte
2 10 0 2 0 1 2 10

Subiectul 4. Prelucrare prof. Mihail

Balund, Bucuresti

Detalii rezolvare

Barem asociat

Permutarea (1 i 2 : Z ) aplicata liniilor si apoi coloanelor transforma determinantul 2 puncte
a b c
matricei initiale Intr-un determinant egal, de forma D’ = D 0Os ,unde D = |¢ ¢ b 81 O3
Os b ¢ a
este matricea nula
D' = DDt = D? 2 puncte
D = a®+ b3 + ¢ — 3abc > 0, conform inegalititii mediilor, deci matricea are determinantul nenul 3 puncte

Observatie. FExistenta inversei se poate argumenta si dovedind ca exista o matrice X de aceeasi forma cu cea

initiala, astfel incat AX = XA = Ig.
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