i | MINISTERUL
/1 EDUCATIEI
= | NATIONALE

INSPECTORATUL SCOLAR AL MUNICIPIULUI BUCURESTI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA PE SECTOR, 09.02.2013 —
CLASA A XII-A
SUBIECTELE

Problema 1. Sa se calculeze

246
1 sin z dx.
W T

Problema 2. Fie (G, ) un grup abelian cu elementul neutru e. Pentru fiecare
numdr natural nenul n considerdm multimea H, = {z € G | 2™ = e}. Si se arate
ca:

a) H,, este subgrup al lui G, oricare ar fi numérul natural nenul n.

b) Dacé pentru fiecare numar natural nenul n multimea H, are cel mult n
elemente, atunci subgrupurile finite ale lui G sunt multimile H,, cu n € N*.

Problema 3. Pentru un grup (G, -), notdm
Z(G) ={a € G| ax = za,Vx € G}.

a) Sa se arate ci, daca (G, ) este un grup finit necomutativ, atunci

1
12(G)| < 7 161

1
b) S& se dea exemplu de grup finit G pentru care |Z(G)| = 1 |G]|.

Notd. |M| reprezintd numérul elementelor multimii finite M.

Problema 4. a) Si se calculeze
. w/4 sin™
lim ——dx.
n—oo Jy  cos"lx

b) Se considera functiile continue f, g : [a,b] — (0,00), cu a,b € R, a < b. S&
se arate ca girul cu termenul general

Cp = /b M (x)g(x)de, n>1

are limita.

Toate subiectele sunt obligatorii si se noteazd cu puncte de la 0 la 7
Timp de lucru: 8 ore
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice alta

rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1.

Prof. Mihaela Berindeanu, Bucuresti

Detalii rezolvare

Barem asociat

27 27 1 27 1
flx)dx = — sinzdzr +6 — sinzdz 1 punct
27 _: 27 ’ 27 _: . 27 27
sin x 1 . sinx 2sinx cos T
= 5—dr —2 — | sinzdz = 5 do — s sinz|  +2 5 dz = 3 puncte
- ﬂ x / - x - . T
T sing 2T T sing cos x |27 T sing cos x |27
= 5 do — — | coszdr = 5 - — - s de = —— = 3 puncte
. x = \Z . z? x . T z?
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Subiectul 2.

Prof. Marcel Tena, Bucuresti

Detalii rezolvare

Barem asociat

a) Fien e N*gi 2,y € H,. Cum (ay)” = z"y" =e-e = e, rezultd cd a2y € H, 2 puncte
Daci x € H,,, atunci (z71)" = (2")"L = e ! =¢, deci 27! € H, 2 puncte
b) Fie H un subgrup finit cu n elemente al lui G. Cum 2™ = e, Vo € H, rezultd cd x € H,, deci 2 puncte
HCH,

Deoarece n = |H| < |H,| < n, rezultd |H,|=nsi H = H, 1 punct

Subiectul 3.

Gazeta Matematica nr. 10/2012, prof. Marian Andronache, Bucuresti

Detalii rezolvare

Barem asociat

a) Filea e G\ Z(G) 51 C(a) = {x € G | ax = xza}. Cum C(a) este subgrup al lui G si C(a) # G 3 puncte
(in caz contrar a € Z(G), fals), rezultd din teorema lui Lagrange ca |C(a)| < |G|/2
Deoarece Z(G) este subgrup al lui C(a) si Z(G) # C(a) (in caz contrar a € Z(G), fals), rezulta 2 puncte
ca |Z(G)| < |C(a)|/2, deci |Z(G)| < |G|/4
1 a b
b) Fie grupul G = 0 1 ¢ | a,b,c €Zs p cu |G| =38 1 punct
00 1
Atunci Z(G) = {I3, A}, unde A se obtine pentru a = ¢ = 0,b = 1, deci |Z(G)| = 2. 1 punct

Subiectul 4.

Prof. Dan Marinescu, Hunedoara

Detalii rezolvare

Barem asociat

n—00

/4 Sinnl' /4 /4
a) 0 < / ———dr = / tg" x cos xdx < / tg" xdx = 1 punct
0 cos"tx 0 0
Toyn 1
= / 5 dt < / t"dt = ——, deci limita ceruta este 0 2 puncte
o) t + 1 o) n + 1
b) Fie M = max{f(z) | € [a,b]} si P = min{g(x) | = € [a,b]}. Daca M € (0, 1], atunci, pentru 1 punct
b
n>1, cpy1 —cp = / [ (x)g(z)(f(z) — 1)dz <0, deci sirul este descrescator
a
Cum ¢, > 0, n > 1, rezulta ca girul este convergent 1 punct
Dacid M > 1, alegem « € (1, M). Din continuitatea functiei f existd u,v € [a,b], u < v, astfel 1 punct
incat f(z) > a, x € [u,v].
(3
Atunci ¢, > / fM(x)g(x)dx > o™ P(v — u), deci lim ¢, = oo 1 punct
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