Probleme – OLIPIADA DE MATEMATICA – CLASA a –IX- a Selectie prof. GOBEJ ADRIAN

PROBLEME PENTRU OLIMPIADA DE MATEMATICĂ
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Problema 2. Sa se rezolve, in multimea numerelor reale, ecuaia —=—+—.

{x} x [+
([x] si {x} reprezinta partea intreagd, respectiv partea fractionara a numarului real x )

Solutie: Conditii: x& Z U (0.1)

Daca x <0= ecuatia nu are solutii ( —>0 l+—<0)

{x [x]

l<%
Daci x>2={" = +—< 1, iar —> I(Fals)=>ecuatia nu are solutii.
[x]>2¢f<7 x [y {x}
[+ 2



CLASA a –IX-a
[image: image87.png](3-n)-(6-n)+(3-n+l)-(6-n+3)+(3-n+2)-(6-n+5)+(3-n+3)-(6-n—8)=349

de unde se obtine 72-n° +36-n—11=349, adica 72-n> +36-n—-360=0,
ecuatie cu solutia

naturald n=2.
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Daca xe(1.2)=>——=—+lex =

x=1 x

. .. 1
Solutia ecuatiei este x; =

5

l+ﬁ
€
2




[image: image3.png]Problema 4. Fic triunghiul =ABC si puncicle M, N, P, Q astfel incit:
BM = - JIC: CP= P& AQ=y-0B: BN =m-CN , unde @, £,y si msunt numere reale

strict poziive. Se cere:

a) Daci a=f=y, si se demonstreze ca triunghiul sABC are acelasi centru de
greutate ca si triunghiul »MPQ.

b) Sa se determine relatia dintre numerele @, 4.y astfel inct dreptele AM, CQ, BP
sa fie concurente.

) Sa se determine in functie de msiy raportul in care dreapta NQ imparte

segmentul (AC), cazul in care dreapta NQ intersecteazi segmentul (AC).
Constantin Ursu, profesor, Galai

Solutie: a) Se stie cd AN = k-MB = (¥)0= planului, avem: O :w, kool
-
Dact = fmyms 17 <0820 0C, g _0C+a O 55 O+ OF.
a+l a+l a+1

Daci G este centrul de greutate al triunghiului Anxcﬂw% (04+0B+0C), si daca

G’ este centrul de greutate al triunghiului ~MPQ . atunci 0G' :% (0% +0P+00).

Deci
OB+« %+E+a ﬁ+ﬁ+a 0B
a+l a+l a+l

=+-(0A+0B+0C)

.

a+1

in concluzie, 0G'=0G = G=G'.

b) Se aplica teorema lui Ceva: dreptele AM, BP, CQ sunt concurente daca si

numai daca 22 PC Oy gy
MC PA 0B

©) Dinipotezi, m>0, de unde rezulta ca punctul N e [BC]. Se aplica teorema

lui Menelaus in triunghiul »ABC pentru punciele N, S, Q cu
AS NC QB_ _AS_NB QA
NOA(AC)={s}y: A2 NC OB _, _AS =m-y. Deci raportul
0N(AC)={8}: ey oa=" = sc=ne gp=" 7 Deci rapor

cautateste —m-y, deoarece Se (AC).

Nota. Elevii care vor da raspunsul m-y nu vor fi depunctati.




Concursul Judeţean de Matematică „Dan Barbilian” – 17.12.2011
Clasa a IX-a

SUBIECTE:

1. Fie a>0, n natural, n(2 şi xi 
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 . Sǎ se demonstreze cǎ are loc inegalitatea:
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2. Fie ABC un triunghi. Pe latura BC, considerăm punctele D,E,F  astfel încât BD=DE=EF=FC.  

Fie M şi N puncte pe laturile AB şi respectiv, AC. Să se arate că MD, AE şi NF sunt concurente dacă şi numai dacă 
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Fie numerele naturale nenule 
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. Demonstraţi  inegalitatea:  
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4. Se consideră poligonul convex ABCDE şi se notează cu M,N,P,Q,R mijloacele laturilor [AB] , [BC] , [CD] , [DE] respectiv [EA] şi cu A1, B1 , C1 , D1 , E1 mijloacele segmentelor NQ , PR , QM , RN respectiv MP.


a) Arătaţi că  
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b) Calculaţi raportul ariilor poligoanelor A1B1C1D1E1 şi ABCDE.

Barem de corectare :

BAREM PROBLEMA 1. Notǎm:  S=x1+x2+...+xn

Inegalitatea de demonstrat este echivalentǎ cu:
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Aplicând inegalitatea mediilor obţinem:
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Însumând relaţiile membru cu membru se obţine:
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]+
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BAREM PROBLEMA 2.
 MD
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T. Menelaus în triunghiul ABE, M-D-P   
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T. Menelaus în triunghiul ACE, N-F-P  
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Dacă 
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BAREM PROBLEMA 3.

 Fie:
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Atunci: 
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Mai mult, prin însumarea relaţiilor de mai sus, avem:
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Va trebui să demonstrăm că: 
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Pe de altă parte, din condiţiile 
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, ceea ce înseamnă că relaţia (1) este adevărată 
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 concluzia problemei…….3p 
BAREM PROBLEMA 4. Notăm cu 
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 vectorul de poziţie al punctului 
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a) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image61.wmf]ABCDE
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b) Avem 
[image: image62.wmf](

)

11

11

11

,

44

BAAB

ABrrrrBA

=-=-=

uuuuruuruuruuruuruuur

 deci 
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Analog 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image67.wmf]11
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image69.wmf]11
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Pentagoanele 
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 sunt asemenea cu raportul laturilor 
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[image: image77.png]Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
11 februarie 2012

Clasa aIXca

Problema 1.
Fie multimile

M={(x.y)€ZxZ/2:x-y=3-x+5y=T} siN ={(x,
Multimile M si N sunt egale? Gustificare).

Problema 2.
Fie sirl (a,),, definitprin a,=0 si 0, =a, +\& a0, +1+1.neN.nz1. Sase

demonstreze ¢ [4-a, +1+\[4-a, +1+4-as +1+..+ 4 a,+1=n’. neN. n=1.

Problema 3.

Sé se determine numarul natural 722 care verific relatia

[\/9-711+1:|+|:\/9-711+2]+...+|:«/9-n1+24-71:|:349 .

(unde[ ] reprezints partea intreagh a numérului real @ ).

Problema 4.
Fic punctele M. N. P situate respectiv pe laturile 4B, BC, CA ale triunghiului ABC.

astfel incat AM = BN = CP. Notim cu T centrul de greutate al triunghiului MNP. Stiind ci

AB-AT +BC-BT +CA4-CT =0. si sc demonstreze ¢a triunghiul ABC este cchilateral.




BAREME DE REZOLVARE


[image: image78.png]7-5y

2-x-y—3-x+5-y=7©x=2y_%

el =2y-3/7-5y;

2y-3/7-5y
2y-3/2y-3
y=l=>x=-2;

}:)2))—3/1:) 2y-3eD, ={—1,1}:>ye{1,2};

y=2=x=-3;

M= {(21).(32))

11-7y
3y-5

3.xy=5x+7-y=ll=>x= eZ=3y=-5/11-T7y;

3y=5/11-7y
3y-=5/3y-5
ye{2,l};
y=l=>x=-2;

}33y—5/233y—5 eD,={-11-2,2} Dye{Z,g,l,%}mZD

y=2=>x=-3;

N={(-2.1).(=3.2))

M=N





[image: image79.png]a,=2:a;,=2+3+1=6=2-3; a,=6+5+1=12=3-4:...

a,= (n - l)n, n>1- se demonstreaza prin inductie matematica.

Jaa, +1+ Jda, +1+ [da, + 1+ + [da, +1 = 143+5+7+.+2n-1)=n’.

(¥)n 21(Ind. Mat. sau progresie aritmetici).





[image: image85.png]. . . P PO T I’ .
Problema 1.Fie (q,), o progresie aritmeticd cu rafia 3 iar termenii a; sia, sunt

numere naturale nenule. $tiind ca suma primilor n termeni ai progresii aritmetice este

2010, se cere:
a) Sa se determine n.
b) Sa se determine numarul termenilor din suma care sunt numere naturale.

Milu Carmaciu, profesor, Galati

Solutie: a) Fie Sn:“l“’2*"3*---“1,,:2010:>a,+an:4020
n
n-1
a,=ay+(n=1)-r.nz21=a,—a = -
Atunci g =210 _n=t,, _nol 2010,

n 6 " 6 n

Dar a;, a,€ N= ne Dyyyo $in=6-k+1. ke N' = n=67. Asadar estea; =19; ag; =41.

P 1 . ..
b) Asadar, a; =19: ag; =41. Daca ratia este 3 atunci termenii care sunt numere

naturale sunt: a; =19: ay =20: a; = 21:...:a5; =41. Numarul lor este 23.
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3n,  ke{l.2...6n

3+l ke{6-n+l....
3n+2, ke{l2:-n+4..
3.-n+3, ke{lS n+9,.




[image: image80.png]OLIMPIADA DE MATEMATICA
—ETAPA PE SECTOR, 18.02.2012 -

CLASAA9-A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 Ia 10 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.

1. Se considera multimea M = {1.2,3,...,2012} si multimile

A={2xv+1|xel jaM . B={3x+2|xel jnM. C={5x+4|xel M
a) Determinai numarul elementelor multimilor 4,8 51 C .
b) Determinati numarul elementelor multimii 4~B~C

2. Pentru fiecare numar natural 7> 2 se considera numarul

Em=

Arétati ca partea intreaga a numarului 7E () este . pentru orice 72 2.1 €

3. Pe laturile (4B),(BC),(C4) ale triunghiului 4BC se iau punctele M., respectiv P astfel
incat
Mi_NB_PC_

=k
MB NC P4

) Ardtati ca AN + BP+CM

b) Aratati ca AN +BP+CM < AB+BC+C4

4. Numerele reale t verificd relatiile x+y+z+7=0 si x 22417 =1 Aratati ca

—1<ap+yz <0,




BAREM DE CORECTARE – BUCURESTI 2012
PROBLEMA NR. 1

[image: image81.png]a) A={2x+1]0<x <1005} are 1006 elemente 2 puncte

B={3x+2| 0<x<670} are 671 elemente 2 puncte
C={5x+4|0<x<401} are 402 elemente 2 puncte
b) ne An BN C daci si numai daca n+1 este divizibil cu 2-3-5 si 7 <2012 2 puncte

ANBNC={30x—1[1<x<67} are 67 de elemente 2 puncte





PROBLEMA NR. 2

[image: image82.png]Trebuie sd aratdm cd n <nE(n)<n+1

2 puncte

Pentru prima inegalitate observam ca sub fiecare radical se afla un numar > 1 2 puncte
Pentru a doua inegalitate, aratdm inductiv cad E(n)<1+1/n pentru n>2 2 puncte
Intr-adevir, £(2)=~/2 <1+1/2 ., iar dacd E(n)<1+1/n, atunci 4 puncte

E(+1) =1/ n* + E(n) <N1/n? +1/n+1 <141/ (n+1)





PROBLEMA NR. 3

[image: image83.png]a) AN = ;AB +LAC si analoagele (1) 3 puncte
k+1 k+1
Rezults AN + BP + CM = —— (4B + BC + CA)y+——(4C + CB+ BA) = 0 2 puncte
k+1 k+1
b) Din (1), AN <—— 4B +—X— 4C si analoagele 3 puncte
k+1 k+1

Prin adunare obtinem concluzia

2 puncte





PROBLEMA NR. 4

[image: image84.png]Concluzia este —1< (x+2z)(y+1)<0 2 puncte

A doua inegalitate rezultd din y+7=—(x+2) (1) 2 puncte
x+2)? +(r+0)? <232 +2H)+207 +17) =2 3 puncte
Utilizand (1) rezultd 2(x+2)> <2, de unde —(y+1)(x+2) =(x+2)* <1, deci 3 puncte

(x+z)(y+1)=-1.
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