LECTII DE SINTEZA
in vederea pregitirii sesiunii iulie-august a examenului de
BACALAUREAT 2012 - M2

pentru candidatii absolventi ai liceelor din filiera tehnologica,
profil: servicii, resurse naturale si protectia mediului, tghnic; toate specializarile/calificarile
MATEMATICA
TEMA 3. Analizi matematica clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)

Argument:

Prezentul breviar teoretic are ca scop orientarea activititilor de recapitulare a materiei la matematica, in
vederea asigurarii atingerii nivelului minim / mediu de competenta si nu reprezinta o lista exhaustiva.

De asemenea, la aplicarea formulelor prezentate se va tine cont de insotirea acestora de conditii de
existenta in functie de multimile de numere pe care se aplica.

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a IX-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/séapt.)
TEMA 3. Analiza matematica clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sapt.)

TEMA 3. Analiza matematica - clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/séapt.)
3.1.1. Limite de functii - clasa a XI-a (3h/sépt.)

3.1.2. Functii continue — clasa a XI-a (3h/sapt.)

3.1.3. Functii derivabile — clasa a XI-a (3h/séapt.)

3.1.4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor — clasa a XI-a (3h/sapt.)

3.1.1. Limite de functii - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Notiuni elementare despre multimi de puncte pe dreapta reala:
- intervale de numere reale;
- madrginire: spunem cd multimea nevida M c— R este marginitd dacd existd a,beR, a<b astfel incat

a<x<b,oricarearfixe M ;
- vecindtati: spunem cd multimea ¥ < R este vecindtate a punctului x e R dacd exista a€R, a>0 astfel
incdt (x—a,x+a)cV ; spunem cd multimea V' c R este vecinitate a punctului x =+ R dacd exista

a€R, a>0 astfel incat (a,+0) =V ; spunem cd multimea ' R este vecinatate a punctului x=—co € R
dacd exista aeR, a>0 astfel incat (—o,—a)cV;
> dreapta reald incheiatd: R =R U {400} , simbolurile +o0 $i —o0.

- limite de functii; notatie lim f(x), x, punct de acumulare finit sau infinit al domeniului de definitie al
x—)xo

functiei f;
- limite laterale:
a) [(xp)= lim f(x) limita la stinga punctului x,
X/‘)CO

b) 1;(x)= li\m f(x) limita la dreapta punctului x,
X XO

-> introducerea notiunii de limita in relatie cu reprezentare grafica pentru functiile studiate (de exemplu, functia
de gradul I, functia de gradul al Il-lea, functia exponentiald, functia logaritmica, functia putere (n=2,3),
functia radical de ordin 2;

- studiul existentei si valoarea limitei unei functii intr-un punct, prin verificarea existentei si egalitatii limitelor
laterale;

> calculul limitelor intr-un punct pentru functiile elementare, identificarea limitelor functiilor elementare la
capetele domeniilor de definitie;

> operatii cu limite de funcii: lim [ f(x)* g(x)]= lim f(x)+ lim g(x) (aplicabild atunci cand nu ne situdm
x-)xo x—)xo x—)xo

in cazul de nedeterminare co—o0 ); lim [ f (x)-g(x)]: lim f(x)- lim g(x) (aplicabild atunci cand nu ne
x—)xo x—>x0 x—>x0

1




lim f(x)
situdm in cazul de nedeterminare 0-c0 ); lim Jx) =20
xx g(x) - lim g(x)

X—>Xg

(aplicabila atunci cand nu ne situdm in

lim g(x)
x~>x()

cazurile de nedeterminare %;2 ); lim ( f (x))g(x) =( lim f (x)j (aplicabila atunci cand nu ne situdm in
o0 X=X

X=X

cazurile de nedeterminare 1°°;00;ooo); in acest ultim caz se poate utiliza formula ab =ePne , care transforma

cazurile de nedeterminare de la puteri in cazul 0- .

> calculul limitelor pentru functia de gradul I, functia de gradul al Il-lea, functia exponentiald, functia
logaritmica, functia putere (n=2,3), functia radical de ordin 2, functia raport de doua functii cu grad cel mult
2;

> metode de eliminare a nedetermindrilor/cazurilor exceptate in cazul limitelor de functii:
0/0, o/, 0-0

n n-1
o .. . . x . oax +a, X'+ tax+a
-> limitele functiilor rationale: lim ACI lim —% nl 1 0

— ,unde ay,..., a,, by,..., b, eR,
xox g(x)  xox b,x" +b,_x

m

B +..+bhx+by

n,me{l,2} si xpeRU {ioo} ; se abordeaza pe 3 cazuri, dupa tipul lui x;:

2 2
1) x, finitsi g(x,)#0;1n acest caz lim M:f(xo) ; de exemplu, lim 2 2x+1 1 > 1+l :l;
x—x) g(x)  g(xp) x=>1 x“+1 17 +1 2
Z—”, n=m
m
2) x; e{ioo} ; In acest caz avem lim Sx) = 0, n<m;
x=x) g(x)
sgn(Z—")-(J_roo)”_m n>m
24 2074 2
de exemplu, lim X = lim d =sgn| — _(_00)271 — 400
o 16—x > —x+16 -1

3) xy finit si g(xy) =0, cu subcazurile:

. . 0. . — .
e f(x))=0, caz In care avem nedeterminarea 0 iar fractia se poate simplifica prin factorul (x—x;)

. o . .c . . . . .
e f(x))#0, caz in care avem o situatie de tipul o ¢ #0 ce necesitd determinarea semnului numitorului

intr-o vecindtate a lui x, si, dupd caz, o discutie pe limite laterale; de exemplu,
.ox=2 . x—2 . 1 1
lim — =lim =lim =—
2 x" -4 H2(x—2)(x+2) 2x+2 4
> Asimptotele graficului pentru functiilor studiate (de exemplu, functia exponentialda, functia logaritmica,
functia raport de doua functii cu grad cel mult 2):
- asimptotad verticala dreapta x =a € R, daca au sens §i exista:

i) [ (a): li}nf(x):ioo
i) Iy (a): li\r‘n f(x)=10

- asimptota orizontald, dacd +oo sau/si —oo sunt puncte de acumulare ale domeniului de definitie al

functiei:
1) la +oo,dreapta y=b,dacad lim f(x)=beR
X—>+00
il) la —oo,dreapta y=b,dacad lim f(x)=beR
X—»—00
- asimptotad oblica, dacd +oo sau/si —o sunt puncte de acumulare ale domeniului de definitie al functiei:
i) la +o, dreapta y =mx+n,daca lim M:m eR" si lim (f(x)-mx)=neR
x—>+o X X—>+0
i) la —o, dreapta y =mx+n,dacd lim S ) =meR" si lim (f(x)-mx)=neR.
X—>—00 X X—>—00



3.1.2. Functii continue - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Interpretarea graficd a continuitatii unei functii intr-un punct / pe o multime.
Continuitatea  functiei intr-un punct x, , punct de acumulare al domeniului de definitie:

xlifnio fx)= xli\ngo J(x)=f(x).

Operatii cu functii continue (suma, produsul, raportul, ridicarea la putere);
Functiile elementare sunt continue pe domeniul lor de definitie.
Semnul unei functii continue pe un interval — consecinte ale proprietatii lui Darboux:

a) daci o functie f:[a,b]—>R este continud pe [a,b]si dacd f(a)- f(b) <0, atunci existd cel putin
un punct ¢ (a,b) astfel incat f(c)=0; dacd, in plus, functia este strict monotona sau injectiva,
atunci punctul c este unic; proprietatea este utila in determinarea numarului de solutii reale ale
unei ecuatii;

b) daca o functie f:[a,b] >R este continud pe [a,b] si nu se anuleaza pe acest interval, atunci
functia f pastreazd semn constant pe tot intervalul dat. (in acest caz a,b e R ); proprietatea este

utild 1n rezolvarea de inecuatii; enuntarea acestei proprietati si alegerea unei abscise
convenabile din intervalul dat in care sa calculam valoarea functiei, permite stabilirea semnului
functiei pe acel interval ca fiind semnul valorii calculate a functiei.

‘ 3.1.3. Functii derivabile - clasa a XI-a (3h/sapt.)

Tangenta la o curba (prin reprezentare grafica) ca interpretare geometrica a existentei derivatei unei functii intr-
un punct.

Derivata  functiei f in punctul x, , punct de acumulare al domeniului de definitie:
F(xy)= tim L=/ G0).
X=X X=Xy
- dacd f'(xy)e{+w} spunem cd f are derivatd in x,, dar nu e derivabila si reprezentarea grafica
a functiei admite tangentd verticala in punctul x;
- dacd f'(xy)eR spunem ca f este derivabila in x, si reprezentarea graficd a functiei admite
tangentd oblica sau orizontald In x;
- dacd nu existd f'(xy), spunem cd functia nu este derivabila si nu are derivata in punctul

respectiv.

Recunoagterea limitei raportului prin care se defineste derivata unei functii intr-un punct, ca

metoda de calcul a limitelor de functii;
Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(xy,y,) (cu verificarea prealabila a derivabilitatii
functiei in punctul x;) este y—y, = f'(xy) (x—xp) -
Functii derivabile (derivabile in orice punct al domeniului de definitie): exemple de functii elementare, operatii
cu functii care admit derivata / sunt derivabile.
Calculul derivatelor de ordin I si Il pentru functiile studiate cu ajutorul tabelelor derivatelor functiilor
elementare si utilizarea de reguli / operatii cu functii derivabile:
> derivata sumei a doud functii derivabile: (f+g)'=f"+g"; derivata produsului de functii derivabile:
(f-g)':f'g+fg', caz particular (c~f)':c~f', unde c este constanta.

. . 2 f2' . 1)
- derivata raportului (in conditii de buna definire), [ij = % , caz particular (7j = —F .
g g

Regulile lui I’Hospital pentru cazurile de nedeterminare 0/0, oo/ ; cu verificarea in prealabil a conditiilor

f‘

de aplicabilitate, evidentierea cazului de nedeterminare si aplicarea regulii (derivarea separat a numaratorului si
separat a numitorului, se va insista a nu se face confuzie cu derivata raportului).



3.1.4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Rolul primei derivate in studiul functiilor, rol implicat de consecintele teoremei Lagrange: determinarea
intervalelor de monotonie si a punctelor de extrem ale functiei f prin:

-> calculul derivatei functiei si a domeniului de derivabilitate;

- rezolvarea ecuatiei f'(x) =0 (determinarea punctelor critice);

—> determinarea intervalelor in care functiei /' are semn constant prin utilizarea consecintelor proprietatii lui
Darboux;

—> interpretarea semnului lui f' in stabilirea intervalelor de monotonie pentru functia f si a tipului de
monotonie pe fiecare dintre intervale ( f'>0 pe [ = f crescatoare pe [, f'<0pe [ = f descrescatoare pe
I)

-> interpretarea succesiunii intervalelor de semn al derivatei functiei, pentru stabilirea extremelor / tipului de
extrem pentru functia data;

Rolul derivatei a doua n studiul functiilor, cu aceleasi etape ca in cazul primei derivate ( f"(x) =0, stabilirea
semnului celei de-a doua derivate, interpretarea semnului si determinarea intervalelor de concavitate —
convexitate, stabilirea punctelor de inflexiune ale functiei /', ca urmare a alternantei intervalelor de semn ale
functiei f".

Reprezentarea grafica a functiilor elementare: parcurgerea etapelor studiului functiei; concluzionarea asupra
unor particularitati ale functiei evidentiate prin constructia tabelului de variatie al functiei.

TEMA 3. Analizi matematica - clasa a XI-a, clasa a XII-a (3h/sépt.)
3.2.1. Primitive(antiderivate) — clasa a XII-a (3h/sapt.)

3.2.2. Integrala definita — clasa a XII-a (3h/sapt.)

3.2.3. Aplicatii ale integralei definite — clasa a XII-a (3h/sapt.)

3.2.1. Primitive (antiderivate) — clasa a XII-a (3h/sapt.)

Primitiva/primitive, definitie: se considera o functie f:/ — R ,unde / c R este un interval, functia
F: I - R se numeste primitiva functiei f daca:
a) Feste derivabild pe /
b) F'(x):f(x), Vxel.
Daca existd o primitivd F a functiei f, atunci f admite primitive pe intervalul / si pentru orice primitiva
G:I >R alui f, exista o functie constantd ¢:/ - R, ¢(x) =c astfel incdt G=F +c.

In acest caz, multimea tuturor primitivelor functiei f este {F +C/C este multimea constantelor} ; multimea
tuturor primitivelor functiei f se numeste integrala nedefinitd a functiei f §i se noteaza I f(x)dx=F(x)+C.

Orice functie continud f admite primitive (rezultat care va fi utilizat pentru a argumenta faptul cd o functie
admite primitive, neimplicand si determinarea unei primitive sau a integralei nedefinite).

Proprietate [ f'(x)dx= f(x)+C.

Dacid functiile f,g:/ — R admit primitive si « ER*, atunci functiile f+ g si «f admit primitive §i au loc
relatiile: [(f(x)+g(x)dv=[ f(x)dv+ [ g(x)dx si [af(x)dx=af(x)dx.

Dandu-se doud functii f,F:I/ - R, a verifica faptul cd F este o primitiva a lui f presupune sau calcularea
I f(x) dx sau utilizarea definitiei (utilizindu-se formule de derivare gi/sau proprietati).

Primitive uzuale: tabelele de formule asociate functiilor elementare/compunerii de functii elementare.
Pentru calcularea unei primitive sunt necesare: cunoagterea tabelului de primitive uzuale, aplicarea de
proprietati ale primitivelor si, uneori, abilitati de prelucrare algebrica a integrantului.

| 3.2.2. Integrala definit - clasa a X1I-a (3h/sapt.)

Integrala definita formula Leibniz — Newton: daca F :[a,b] — R este o primitivd a functiei continue
b
f: [a,b] — R, integrala definitd a functiei f pe intervalul [a,b] este numarul real I f(x)dx=F(a)—F(b).

a



Observatie: integrala nedefinitd a unei functii reprezinta o familie de functii, iar integrala definitd a aceleiasi
functii reprezinta un numar real.
Proprietati ale integralei definite:

1. Dacd f,g:[a,b] >R sunt functii continue pe intervalul [a,b] si ,€R, atunci

b b b
I( af(x)+ pg(x))dx= aJ.f(x)dx + ﬂjg(x)dx (proprietatea de liniaritate).

b
2. Dacd f:[a,b] >R este functie continuid pe intervalul [a,b] si f >0, atunci I f(x)dx>0
a
(proprietatea de pastrarea semnului, obtinuta ca o consecinta a teoremei de medie).

b b
3. Daca f,g:[a,b]—>R sunt functii continue pe intervalul [a,b] si f>g, atunci J.f(x)dxzj.g(x)dx
a a
(proprietatea de monotonie, utilizata, de exemplu, in verificarea unor inegalitdti sau in stabilirea monotoniei
unui sir de integrale nedefinite).
4. Daca f:[a,b] >R este functic continuid pe intervalul [a,b] atunci pentru oricare ce[a,b] :
b c b
_[ f(x)dx = _[ f (x)dx+.|- f(x)dx (proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul de integrare, utilizata, de
a a c
exemplu, pentru calculul integralei definite atunci cand integrantul este reprezentat de o functie ce trebuie
explicitatd —functie definita prin mai multe legi, de exemplu, functia modul).
Metode de calcul a integralelor definite:
1) Metoda integrarii prin parti:
Dacd f,g:[a,b]>R doud functii derivabile cu derivatele f'g':[a,b] >R continue, atunci
b b b
[ g'@dx= 1) g@)| +[ /() gy
a a aq
Metoda presupune urmatoarea schema de abordare:
. . . . . . . . In 1
—> evidentierea, in scrierea integrantului, a unui produs de doua functii (de exemplu, f=1-f, = Inx),
X x

dintre care una sa reprezinte o primitivd a unei functii; in general, alegerea celor doud functii f si g' se
realizeaza astfel incat integrala nedefinitd obtinuta sa fie una mai usor de calculat;
—> determinarea expresiilor functiilor "' si g ;
b
-> finalizarea calculului prin determinarea integralei nedefinite I f'(x)g(x)dx .
a
in anumite exercitii se poate aplica iterativ metoda integrarii prin parti.
i1) Metoda schimbarii de variabila:
Se considera intervalul / — R si functiile u:[a,b]—> 1 si f:] — R cuurmaétoarele proprietati:
1. f continud pe /
2. u derivabila pe [a,b]cu derivata u'continud pe [a,b].

b u(b)
Atunci [ fu(x)u'(x)dx= [ f()dt,unde u(x)=t si u'(x)dx=dt.
a u(a)

Utilizarea metodei schimbarii de variabila poate fi formalizata astfel:
x=a =t=u(a)

- identificarea notatiei (schimbarii de variabild) u(x)=t=
x=b =t=ub)

- asocierea notatiei cu diferentierea formald u'(x) - dx = dt
- rescrierea integrantului folosind substitutiile variabilei, a capetelor de integrare si a lui dx

b
iil) Metoda de calcul a integralelor de forma I L;a’x , gradQ <4, prin descompunere in fractii rationale
X
a

simple:



P(x) sub forma P(x) =C(x)+ R(x)

O(x) o(x) O(x)
P(x)=0(x)-C(x)+ R(x))

b) se descompune functia rationala R(x)
O(x)

(ca urmare a aplicarii teoremei impartirii cu rest

a) se scrie functia

in fractii rationale simple

c) se aplica proprietatea de liniaritate a integralelor definite.

‘ 3.2.3. Aplicatii ale integralei definite - clasa a XII-a (3h/sapt.)

Aria unei suprafete plane:
i) Fie functia f :[a,b] — R continua. Atunci aria S a suprafetei cuprinse intre graficul functiei f, axa

b
Ox si dreptele de ecuatie x =a si x=>b este data de relatia S = j |f(x)|dx .
a
ii) Fie functiile f ,g:[a,b] — R continue. Daca f(x) > g(x) pe intervalul dat, atunci aria S a suprafetei
b

cuprinse intre graficele celor doua functii, pe intervalul [a,b] , este data de relatia S = I( f(x)dx—g(x))dx .
a

Volumul unui corp de rotatie:

Fie functia f': [a,b] — R continua. Atunci volumul 7 al corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a
b

graficului functiei f este dat de relatia V = 7[_[ F2(x)dx .

a



EXEMPLE DE ITEMI TIP EXAMEN DE BACALAUREAT PENTRU RECAPITULAREA

NOTIUNILOR DIN TEMA 3

EXEMPLUL 25

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
: : 2x% —1
1. Se considera functia f:R > R, f(x)= 5 .
xX“+2
e oy 10x .
Sp | a) Aratati ca f'(x)= > » pentru orice xeR .
(x2 + 2)
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f.
. 1 1 .
5p | ¢) Demonstrati ca -3 < f(x)< 3 pentru orice x [0,1].
1 xn
2. Pentru fiecare numar natural nenul » se considerd numarul 7, = J- | dx .
X+
0
5p | 2) Calculati 7.
. 1 . *
S5p | b) Aratatica I, +1, =1 pentru orice ne N .
n+
5p | ¢) Demonstrati ca L <I < 1
P H 2026 12 T 2013
Barem de evaluare si de notare
SUBIECTUL al IlI-lea (30 de puncte)
L.a) 12 —1 ' 4x(x2 + 2) - 2x(2x2 - 1)
f’ X)) = = =
( X242 (xz N 2)2 3p
_ 10x 2p
R
(x2 + 2)
b) 2 _
lim f(x)= lim 22— =2 3p
X—>+00 x40 x° 4+ 2
Ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei f'spre +o este y =2 2p
©) | f'(x)=0 pentru orice x €[0,+00)=> f crescatoare pe intervalul [0,+ o) 2p
1 1 .
OSxS1:>f(0)£f(x)£f(l):>—Eﬁf(x)sg,orlcarearﬁ xe[0,1] 3p
2.a) 1
x+1 2p
0
{ 1
= — dx=(x—In(x+1))| =1-In2 3p
x+1
0 0
b) 1 n n+l
X X 2p
I, +1,., = + dx =
n ol {(xﬂ x+1j
Ly (x+1) 1
-] t 3
o X 1 n+1 p




©)
2012 2012 2012 2p
x x )
< < pentru orice x €[0, 1]
2 X +1 1
2012 L2012
I dx <I 2012 1p
0¥ 0
L << L
4026 22775013 2p
EXEMPLUL 26
SUBIECTUL al ITl-lea (30 de puncte)

Sp

Sp
Sp
Sp
Sp

Sp

1. Se considerd functia f:(0,+%) >R, f(x)= Jx-Inx.
J®-fA _,

x—4
b) Demonstrati ca functia f este crescatoare pe intervalul (4,+ ).

a) Aratati cd lim
x—4

¢) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f'.
2. Se considerd functia /R —>R, f(x)=xe".
a) Aratati ca functia F:R—->R, F ( ) xe® —e* +2012 este o primitiva a functiei f .
b) Calculati J. S (Inx)dx
1
¢) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului functiei

g:[l,2]—>R, g(x)z@.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL al IIl-lea (30 de puncte)
l.a - 2
)| fderivabilain x 4= lim L=/ _ 1y P
x—4 x—4
/ 1 2p
x —_—
4 ( ) 2\/7 X
Finalizare Ip
b) feste derivabila pe (0 + oo) si f' ( ) 1 2p
2\/7 X
f'(x):O:>x:4 Ip
f '(x) >0 pentru orice x € (4,+ oo) = functia f crescatoare pe intervalul (4,+ oo) 2p
9 | lim f(x)=lim (vx = In x) = 40
x%Of(x) x%O( * )C) 3p
x>0 x>0
x =0 este ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei 2p
2.3) | F este derivabila si F '(x)=xe* +e" —e*, pentru orice xR 3p
F'=f 2p
b) e e )
J.f(lnx)dxz“-xlnxdx: P
1 1




2 € e 2 Ip
=% Inx —jx—-ldx—
X
11
_ é B ﬁ ‘ B e +1 2p
2 4 4
1
c) 2
V=7Z'jg2(x)dx= 1p
1
2 2 2
—ﬁJ.ezxdx—ﬂ— = 2p
2
1 1
e (62 - 1) 2p
=
EXEMPLUL 27
SUBIECTUL al I1lI-lea (30 de puncte)
. . +1
1. Se considerd functia f:(0,40) >R, f(x)= x_x .
e
5p | a) Aratati ca /(%) =—* pentru orice x € (0,+).
f(x)  x+1
5p | b) Aratati ca functia / este descrescatoare pe (0,+)
2x 2
. . .o S e f (x)
5p | ¢) Determinati ecuatia asimptotei oblice la graficul functiei g: (0, +oo) ->R, g(x) =—
X
$ | 2. Se considera functia /:R—R, f(x)= X202 20 2k
Sp | a) Determinati primitiva F:R — R a functiei f, care verifica relatia (0) =1.
1
Sp | b) Calculati J. &dx .
0 Xt 1
5p | © Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
g: [1,2] >R, g(x) =f(x)—x2012 —x201
Barem de evaluare si de notare
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.a) (x+1)'~ex—(x+1)-(ex)'
() — X
f'(x)= er = Vx e(0,+0) 3p
Finalizare 2p
b) f'(x)——i: f'(x)<0, oricare ar fi x>0 3
= ex 5 p
Finalizare 2p
c) 2
(x) _xT+ 2x+1 1p
X
m— tim £y Ip
x>+ X




n= lim X)—mx)=2
x~>+oo(g( ) ) lp
y=x+2 este ecuatia asimptotei oblice la graficul functiei g. 2p
2.a) 2013 2012 3 .2
J'f(x)dxzx + I+ 4t 2p
2013 2012 3 2
2013 2012 3 .2
F(x):x—+x—+x—+x—+c si F(0)=1=c=1 Zp
2013 2012 3 2
2013 2012 3 .2
F:(O,+oo)—)R,F(x):x P A | 1p
2013 2012 3 2
b) 1 1
Md :j(xzoll +x)dx: 2p
0 x+1
1 11007
= +— || = +—= 3p
2012 2 Jj0 2012 2 2012
<)
g(x)=x2+x 1p
2 2 5 4 3|2
V=rla?(x)dx=r[(x*+2x> +x* v =x R, S | 3
!g (x) !( ) A P p
_ 481z 1
30 P
EXEMPLUL 28
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5P | 1. Determinati x € Z pentru care —1SXT+1S1.

Sp
Sp
Sp

Sp

2. Determinati functia de gradul al doilea al carei grafic contine punctele A(0,0), B(2,2), C (—1,2) .
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (x + 3) —log, x=2.

4. Calculati probabilitatea ca alegand la intdmplare un element » din multimea {1,2,3,4} acesta sa
verifice inegalitatea 2" > n.

5. In sistemul de coordonate xOy se considera punctele 4(2,0), B(1,—1),0(0,0) . Determinati

coordonatele punctului C pentru care OC =204+ 0B.
6. Calculati lungimea razei cercului circumscris triunghiului 4BC in care AB=6 si

Sp
m(<ACB)=30".
Barem de evaluare si de notare
SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
1.
—13%131:—%“133 2p
—4<x<2=xe[-4,2] 2p
xeZ = xe{-4,-3,-2,-1,0,1,2} Ip
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2. £(0)=0 c=0
fRoR, f(x)=ax® +bx+c=1 f(2)=2 = 4a+2b+c=2 3p
f(-1)=2 a-b+c=2
c=0
2p
a=1 :>f(x):x2—x
b=-1
3. +3>0
Conditii {x = x e(0,+0) 1p
x>0
x+3
lo =2
82— 2p
x=1€(0,+x) 2p
4. _ nr cazuri favorabile 1
nr cazuri posibile P
Cazuri posibile sunt 4 1p
Cazuri favorabile sunt 3 2p
3
== 1
p 4 p
5.1 204+0B=4i+i—j=5i—] 3p
C(S,—l) Zp
6.
Din teorema sinusului 43 =2R=R= 43 3p
sinC 2sinC
6
R=——-=6
2
2. 1 P
2
EXEMPLUL 29
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Caloulati log, (3+1/5)+log, (3-5).

5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=mx*+2x-5. Determinati meR pentru care abscisa

varfului parabolei asociate functiei f'este egala cu 2.

. . T |
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 37 = 57

5p | 4. Calculati C; - 4; .

5p | 5. In sistemul de coordinate xOy se considerd punctele 0(0,0), 4(2,-2) si B(6,8). Calculati distanta

de la punctul O la mijlocul segmentului (AB) :
3P | 6. Calculati cos130° + cos50°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
L. 10g2(3+\/§)+10g2(3—x/§)=10g2(9—5)= 3p
=log,4=2 2p

11



2 b
4" 2 2p
2
R 2
2m P
me_t 1p
2
313 =33 5 1—x? =3 3p
¥ =4=xe{2,-2} 2p
4. , o
ETYTR 2p
' 2p
A; = "
(4-2)! 1p
Cl—-4;=3
3. | Daci C este mijlocul lui (4B) = C(4,3) 2p
oC =\/(4—0)2 +(3-0)° 2p
oCc=5 1p
6. | cos(zr—x)=-cosx,VxeR 2p
c0s130° +c0s50° =0 3p
EXEMPLUL 30
SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

5p | 1. Calculati log, é +327.

3P | 2. Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei f:R —R, f (x) =x?—2x+3.

2
Sp | 3, Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2—3% ' =1.

Sp | 4. Determinati cate numere de trei cifre distincte se pot forma cu elementele multimii {1,2,3,4} .

SP | 5. Se considera vectorii \71 =2i-jsi g =i+3j. Determinati coordonatele vectorului w = 2\71 - E .

5P | 6. Un triunghi dreptunghic are catetele 4B =3, AC =4 . Determinati lungimea iniltimii duse din 4.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1.
log, % =log,27 =-3 2p
Y27 =33 =3 2
I~
log, g + \/E =0 1p
2.
a
= ——= 2
4 4a
v (1,2) Ip

12



2

3= 1p
x*=1=0 2p
xe{-L1} 2p
4. Ai - 2p
=24 3p
S| w=2(2i-j)-(i+3))= 2p
=3i-5j = w(3,-5) 3p
6.| BC=5 2
,_AB-AC 12
__BC 5 3p
EXEMPLUL 31
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5P | 1. Se considera o progresie aritmeticd (a, ) ., in care a3 =5si a5 =11. Calculati suma primilor sapte

Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

termeni ai progresiei.

2. Se considera functiile f,g:R—>R,f(x)=2x-1,g(x)=x+3. Determinati coordonatele

punctului de intersectie a graficelor functiilor f'si g.

. . 3
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x> -1=2.

4. Calculati a-b stiind cd a+b =150 si numérul a reprezintd 25% din numarul b.

5. Determinati m € R pentru care punctele 4(2,3),B(4,5)si C (m + l,mz) sunt coliniare.

. . . 1 .
6. Calculati cosx, stiind cd sinx = 3 Si xX€ (0,%} .

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
1. a +2r=>5 3p
=a=-1r=3
a, +4r=11 2p
a,=a,+6r=17, S, =56
2. f(x):g(x):>2x—1:x+3 2p
x=4siy=7 2p
A(4,7) 1p
3. | Prinridicare la puterea a 3-a se obtine 1p
x*—1=8 2p
x=23 2p
4. b
a+b:150:>z+b:150:>b:120 3p
a=30 1p
a-b=3600 1p
> AB:x—_zzy—_3:x—y+1:0 2p
2 2
2 2p
CedAdB=m —-m-2=0
m=-1sau m=2 1p

13



6.
sin2x+cos2x=1:cosx=i¥ 3p
xe| 0 z = COSX = &
"2 3 2p
EXEMPLUL 32
SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

Sp

1. Intr-o progresie aritmetica (a, ) _, se cunosc a, =6 si a; =5. Calculati a4.

nx1
2. Determinati solutiile intregi ale inecuatiei 2x* —x—3<0.
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (x+2)—log; (x—4)=1.

4. Dupa o scumpire cu 5%, pretul unui produs creste cu 12 lei. Calculati pretul produsului inainte de
scumpire.

5. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(1,4) si B(5,0). Determinati ecuatia mediatoarei
segmentului [AB].

6. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC stiind cd BC =9 si m(<):BAC ) =120°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. =6 =7
{az - {al 2p
a3 =5 r=-1
2p
a6 = al + 5}"
ag = 2 lp
2.
2x2—x—3go:xe[—1,ﬂ 3p
xeZ=x=-1,x=0,x=1 2p
3. e : 2>0
Conditii de existenti {x Y e (4,+) 1p
x—-4>0
10g3(x+2j:1:>x+2:3 2p
x— x—4
x=7e(4,40) 2p
4. | Se noteaza cu x pretul initial
5% x =12 lei 3p
x=240 lei 2p
5. | Se noteaza cu M mijlocul lui [4B] si cu d mediatoarea segmentului [4B]; atunci 1p
M (3,2) 2p
myp = md 2p
d:y-2=1-(x-3)=d:y=x-1
6. Din teorema sinusului = R = B,C 2p
2sin A
sin A =sin120° =sin 60° = ? 2p
R=3\3 1p

14



EXEMPLUL 33

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Calculati logs3+logg12.

5p | 2. Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei f:R >R, f (x) =2x% —x+3.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 7% + 71 =392,

5p | 4. Determinati ne N, n>2, pentru care C2 =44 .

5p | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(0,-2) si B(4,m), unde meR . Determinati
valorile lui m pentru care AB=35.

5p | 6. Calculati cos40° +cos140°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 30 de puncte
1. | logs3+logs12=logg36 3p
logg 36 =logg 67 =2 2p
2. b 1
_ —— I — 2
TR P
A=-23 Ip
__ A2
T4 T8 2p
300 7747 2392 5 7 4777 =392 1p
7°.8=392< 7% =49 2p
x=2 2p
4. n! _4 n!
2(n=2)! (n-1)! 2p
n-1
;4 Zp
n=9 1p
> J(4-0) +(m+2) =5 1p
m? +4m—-5=0 2p
m=-5m=1 2p
6. cos140°=cos(180°—40°)=—cos40° 3p
c0s40° +cos140° =0 2p

EXEMPLUL 34

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati x € R pentru care numerele x—1,x+1 §i 3x—1 sunt termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice.

5p | 2. Se considerd functia f:R >R, f(x)=5-x. Calculati /(0)-f(1)-£(2)-...- £(10).

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Vx—1=x-3.

3P | 4. Determinati numérul submultimilor ordonate cu 2 elemente ale unei multimi cu 7 elemente.




Sp | 5. Calculati distanta de la punctul A(2,3) la punctul de intersectie a dreptelor d; :2x—y—6=0 si

dy:—x+2y-6=0.

5p ‘ 6. Calculati cosinusul unghiului M al triunghiului MNP stiind cd MN =4, MP =5 si NP=6.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I 30 de puncte
L} 2(x+1)=x—-1+3x-1 2p
2x=4=>x=2 3p
2. 7(5)=0 3p
£(0)-£(1)-£(2)-.... £(10)=0 2p
3. . [Xx=120
Conditii {x_3203x€[3,+00) 1p
x-1=(x=3)=x>-7x+10=0 2p
x=2 sau x=5 1p
2¢[3,40)=>x=5 1p
4. | Numarul de submultimi ordonate este 47 2p
2" 3
T p
5. 2x—y—-6=0 - 6
X = =
xt2y-6=0 " 7 2p
d=y(6-2)" +(6-3) 2p
d=5 1p
6. 2 2 ap2
COSM:MN +MP” - NP 3p
2-MN - MP
cosM:l 2p
8
EXEMPLUL 35
SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

1. Calculati log, (3 +2 ) +log; (3 -2 ) .

2. Se considera functia f:R—> R, f (x) =x’+ax+b. Determinati numerele reale a si b pentru care

graficul functiei /* contine punctele 4(2,3) si B(-1,0).

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3*+3""1 =36 .

4. Calculati probabilitatea ca, alegand la intdmplare un numar de 2 cifre, acesta sa fie divizibil cu 4.
5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele M (2,-1) si N(-1,3). Determinati coordonatele

vectorului OM +ON .

6. Determinati lungimea laturii unui triunghi echilateral, care are aria egald cu 43

16



Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 30 de puncte
1. 10g7(3+\/§)+10g7(3—\/5):log7|:(3+\/5)~<3—\/5):|: 3p
=log,7=1 2p
2.1 4(2,3)eG, = f(2)=3=>4+2a+b=3 2p
B(-1,0)eG, = f(-1)=0=>1-a+b=0 2p
a=0,b=-1 1p
3. | 3%43.3% =36 Ip
3* =9 2p
x=2 2p
4. _ nr. cazuri favorabile 1p
nr. cazuri posibile
Numerele divizibile cu 4: 12, 16,...,96 = 22 cazuri favorabile 2p
Numerele de 2 cifre: ab,a e {1,2,...,9},b€{0,1,2,...,9} = 90 cazuri posibile 1p
p= 2_1 1p
90 45
5. OM +ON=2i—j—i+3j=i+2] 3p
Coordonatele sunt (1,2) 2p
6. [Zf 453 3p
1=4 2p
EXEMPLUL 36
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Intr-o progresie aritmetica (an )nzl se cunosc @; =5 si r =2. Calculati suma primilor 5 termeni ai
progresiei.

Sp
Sp

Sp
Sp

Sp

2. Determinati numarul real m pentru care ecuatia x* - (m + 1)x +m =0 are solutii reale egale.

3. Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei f:R >R, f (x) =2""_1lcu
axele Ox si respectiv Oy.

4. Calculati 2C; —34;.

5. Se considera vectorii \71 =2i+aj si \72 =(a+ 3);+ 2/ ,unde a € R. Determinati numirul a >0
pentru care vectorii v, i v, sunt coliniari.

6. Aria triunghiului MNP este egala cu 16, iar MN = NP =8. Calculati sin N .

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. S, = (2a1 +24r)-5 3p
S5 =45 2p
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A=0 lp
m* +2m+1-4m=0 2p
m=1 2p
GfKNOx:f(x)=0:>x=—l 2p
A(-1,0) 1p
Gy nOy: f(0)=1 Ip
B(0,1) Ip
Ci=6 2p
Ay=4 2p
2C; —345 =0 1p
2 _a 2p
a+3 2
@’ +3a-4=0=a=1sau a=—4 2p
a>0=a=1 1p
AriaAMNp:w 2p
sinN=ﬁ 2p
8-8
sin N =1 Ip
2
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