LECTII DE SINTEZA
in vederea pregitirii sesiunii iulie-august a examenului de
BACALAUREAT 2012 - M2

pentru candidatii absolventi ai liceelor din filiera tehnologica,
profil: servicii, resurse naturale si protectia mediului, tghnic; toate specializarile/calificarile
MATEMATICA
TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sépt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)

Argument:

Prezentul breviar teoretic are ca scop orientarea activititilor de recapitulare a materiei la matematica, in
vederea asigurarii atingerii nivelului minim / mediu de competenta si nu reprezinta o lista exhaustiva.

De asemenea, la aplicarea formulelor prezentate se va tine cont de insotirea acestora de conditii de
existenta in functie de multimile de numere pe care se aplica.

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a [X-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sépt.), clasa a XII-a (3h/séapt.)
TEMA 3. Analiza matematica clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sapt.)

TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)
2.1. Algebri clasa a XI-a

2.1.1. Matrice - clasa a XI-a (3h/sapt.)

2.1.2. Determinanti - clasa a XI-a (3h/sapt.)

2.1.3. Sisteme de ecuatii liniare - clasa a XI-a (3h/séapt.)

2.1.1. Matrice - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Matrice, multimi de matrice: M, ,(R), m,n=1,3; A% (R) ={( 1 12]|aij eR,i=12, :1,2}’ multimea
' ayy ap) -

matricelor patratice de ordinul 2, cu elemente numere reale;
a2 43 . o

M(R)=1| ay; ay  ay ||a; €eR,i=13, j=13¢, multimea matricelor patratice de ordinul 3, cu elemente
a3 dzp  ds3

numere reale.

Elementele unei matrice A€ M, ,(R), A=(a a; este elementul de pe linia i si de pe coloana ;.

ictm,j=Tn
Identificarea unui element dintr-o matrice cand se cunoaste pozitia acestuia (perechea de indici).
Exemplificarea de matrice; obtinerea unor matrice particulare dintr-o multime de matrice ce verifica conditii

b 1 0
date, de exemplu, pentru A7 = {A = (Z j| Ae My (Z), a’? —2p* = 1} se pot identifica 4= (0 j sau
a

1
34
A= :

- . . e . 31
Transpusa unei matrice (liniile devin coloane si coloanele devin linii); de exemplu, matricea A4 :( j

0 -1 5
2 0
are transpusa ‘4=|3 1.
1 5

Matricea nuld este matricea cu toate elementele egale cu 0.

0
Matricea unitate (pentru matrice patratice): [/, = [O 1], L; =

(=
oS = O
- o O




Alte tipuri de matrice: matrice linie, matrice coloana.
Operatii cu matrice din multimea A7, ,(R), m, n=1,3

* adunarea: daca 4,Be M, ,(R), A=(a;), B=(b;), atunci A+B=C, unde Ce. A7, (R) si

Cj =ay +bl~j, oricare ar fi i=1,m §i j=1,n (se aduna elementele de pe pozitii identice din cele doua matrice,
termeni ai adunarii); proprietati ale adunarii de matrice : asociativitate, comutativitate, element neutru (matricea
nuld, opusa unei matrice)

* inmulfirea unei matrice cu un scalar: daca Ae M, ,(R),aeR, 4=(a;), atunci a-4=C, unde

Ce M, ,(R), C=(c;)si ¢; =a-ay, oricare ar fi i = 1,m, j= Ln (se ITnmulteste fiecare element al matricei cu

scalarul « ); se poate utiliza i pentru scoaterea unui factor comun (fortat); proprietati:
(a+p)-A=a-A+p-4; (af)-A=a-(f-4),unde a,f R

e inmultirea matricelor in cazurile bine definite: dacd 4 € A7, ,(R), Be A, ,(R), A=(ay;), B=(b;),

n — —
atunci 4-B=C,unde Ce/l//m,p(R), C=(c;) sicy= Zaik “by; ,oricare ar fi i=1m,j=1,p
k=1

Observatii.
Inmultirea matricelor patratice de acelasi ordin; proprietati: asociativitate, element neutru, matricea unitate.
Exista perechi de matrice pentru care Tnmultirea lor este comutativa.
Efectuarea de calcule matriceale, cu utilizarea de proprietati; rezolvarea de ecuatii matriceale care implica
adunarea matricelor si Tnmultirea cu scalari a matricelor.

2.1.2. Determinanti - clasa a XI-a (3h/séapt.)

Determinantul unei matrice patratice de ordin cel mult 3; calculul unui determinant de ordin cel mult 3 cu
regula triunghiului si/sau cu regula lui Sarrus:

- a b . a
-dacd 4 e A1 (R), A:[ dJ,atunm det4 =
c c

b
‘:ad—bc;
d

- regula de calcul a determinatilor de ordinul 3 (Sarus), de exemplu:
x y A
03 1=Cx+0+y)-(3+4x+0)=0
14
x 2yl
0 31
Proprietati ale determinantilor (selectie):
- daca intr-un determinant doua linii (coloane) sunt identice, atunci determinantul este nul;
- daca intr-un determinant elementele unei linii (coloane) sunt nule, atunci determinantul este nul;
- daca intr-un determinant se aduna la elementele unei linii (coloane) elementele altei linii (coloane),
atunci valoarea determinantului nu se schimba;
- detA=det(‘4), oricare ar fi A matrice patratica;

- det(4B)=det A-det B, oricare ar fi A4, B matrice patratice de acelasi ordin;

Aplicatii ale determinantilor in geometrie:

x y 1
- ecuatia unei drepte determinate de doud puncte distincte A(x;, ;) si B(x,,¥,) este |x; »; 1|=0
xn oyl
x o n 1

- conditia de coliniaritate a trei puncte A(x;, ), B(x,5,¥,) si C(x3,y3) este |x, », 1=0

x3 0y 01



6o ol
. o . . . 1
- aria S unui triunghi ABC cu varfurile A(x;,y;),B(x,,¥,) st C(x3,¥3) S=E'|A| ,unde A=|x, y, 1.

x3 y3 1

2.1.3. Sisteme de ecuatii liniare - clasa a XI-a (3h/sapt.)

Matrice inversabile in A1,(R), ne {2,3} :

- definitia matricei inversabile: 4e.AZ,(R) este inversabild < existd Be. A7, (R) astfel incat
A-B=B-A=1,

- conditia pentru ca o matrice 4€ A7, (R), ne {2,3} sa fie inversabila este det 4 # 0

- calculul inversei unei matrice din A, (R), ne {2,3}: calculul determinantului (§i impunerea conditiei
ca acesta sa fie diferit de 0), scrierea transpusei, calculul complementilor algebrici si determinarea matricei
1 *
det 4 4

adjuncte, A=
. . . a b) . a

- caz particular pentru matricele de ordin 2: dacd 4 € A% (R), A= 4 sl det4 =
¢ ¢

d -b
atunci A~ = ! .
detd (—¢ a

- determinarea inversei unei matrice inversabile prin utilizarea de proprietati algebrice ale calculului

b
=ad—-bc+0,
d

matriceal; de exemplu, dacd 4 € A4 (R) si din ipoteza unei probleme obtinem o relatie de tipul A -34= 13,

relatia se poate rescrie 4:-(A4—-313)=(4-313)- A=1;, de unde Al=4 -3

- proprietati: (A_l )_l =4; (AB)71 =B 47" unde 4 si B sunt matrice inversabile.
Ecuatii matriceale de tip:

a) AX =B cusolutia X = A'B (in cazul in care A4 este o matrice patratica si inversabila)

b) XA=B cusolutia X =BA~' (in cazul in care A este o matrice patratica si inversabild)

c¢) AXB=C cusolutia X = A'cB™! (in cazul A, B matrice patratice si inversabile).
Sisteme liniare cu cel mult 3 necunoscute; caracterizare:

e din punct de vedere al existentei solutiei: compatibil (sistemul admite solutie/solutii); incompatibil
(sistemul nu admite solutii);

e din punct de vedere al unicitatii solutiei unui sistem compatibil: sisteme cu solutie unicd (compatibil
determinate) sau cu solutii care depind de un parametru (simplu nedeterminate), de doi parametri (dublu
nedeterminate),...

Metode de rezolvare:
> metoda substitutiei; metoda reducerii (metoda lui Gauss, cu pivotare)

- metoda matriceala: aducerea sistemului la forma matriceald, AX =B = X = A7'B , unde A este o matrice
patratica si inversabilad

—> aplicarea metodei lui Cramer pentru rezolvarea sistemelor liniare (numarul ecuatiilor este egal cu numarul
necunoscutelor si det4=0, unde 4 este matricea sistemului): calcularea determinantilor obtinuti din
determinantul matricei A prin inlocuirea, pe rand, a cate unei coloane corespunzatoare fiecdrei necunoscute cu
coloana termenilor liberi; determinarea solutiei.

TEMA 2. Algebra - clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa. a XII-a (3h/sépt.)

2.2.1. Grupuri - clasa a XII-a (3h/sapt.)

2.2.2. Inele si corpuri - clasa a XII-a (3h/sapt.)

2.2.3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, Z ,, unde p prim) - clasa a Xll-a

(3h/sapt.)




2.2.1. Grupuri - clasa a XII-a (3h/sépt.)

Lege de comporzitie interna: *: M xM — M, (x,y) = x*y,unde M este o multime nevida.
Tabla unei legi de compozitie internd pe o multime M

Clase de resturi mod n , k= {t € 7 | restul impartirii lui 7 la n este egal cu k} , unde ke {0,1,2,...,n —1} ;

multimea claselor de resturi Z, = {IQ |k e {0,1,2,...,n - 1}} , neN*,

Operatia de adunare pe Z,: a +b=¢, unde clasa ¢ se determind calculand restul impartirii sumei (a+b) la

n; proprietati: asociativitate, comutativitate, element neutru 0; opusul clasei k ke {1,2,...,n—1} este clasa lui

n—k.
Operatia de inmultire pe Z,: a- h=¢, unde clasa ¢ se determind calculand restul impartirii produsului (a-b)

la n; proprietdti: asociativitate, comutativitate, element neutru i; existd inversul clasei IQ, ke{l,2,.,n—-1}

AAAAAA

inversabile si inversul clasei 1 este clasa 1, iar inversul clasei 5 este clasa 5, iar clasele 0, 2, 3, 4 nu sunt

inversabile; daci p e N, p prim, atunci toate clasele, cu exceptia clasei 0, sunt inversabile.
Parte stabila in raport cu o lege de compozitie definitd pe o multime nevida M : oricare ar fi
X, yeM=>x*xyeM
Grup, notatie (G,*), G multime nevida si *:GxG — G (lege de compozitie internd); axiomele grupului:
e asociativitate: x*(y*z)=(x*y)*z,oricare ar fi x,y,z€ G

o existenta elementului neutru: existd e € G astfel incat x*e=e*x=x, oricare ar fi x € G ; (daca exists,
elementul neutru este unic); determinarea elementului neutru revine la rezolvarea unui sistem de ecuatii
in care necunoscuta este e, solutia obtinuta fiind element neutru doar daca nu depinde de alegerea lui
X

e orice element este simetrizabil: oricare ar fi xe G, exista x'e G astfel incat x*x'=x"*x=¢; (daca
existd, inversul unui element este unic); determinarea inversului unui element revine la rezolvarea unui
sistem de ecuatii in care necunoscuta este x'.

Grup comutativ (abelian) este un grup in care legea de compozitie interna este si comutativa.

Este utild verificarea comutativitdtii Tnainte de verificarea axiomelor privind elementul neutru / elementele
simetrizabile, pentru a usurasimplifica verificarea acestor axiome.

Exemple de:

- grupuri numerice

- grupuri de matrice; in verificarea structurii de grup pentru submultimi ale unei multimi de matrice, se
poate invoca faptul ca asociativitatea este o proprietate valabila pe toate multimile de matrice cu
elemente numere sau clase de resturi; existd grupuri de matrice, in raport cu operatia de inmultire, care
sunt comutative; utilizarea elementelor de algebra matriceald, prin utilizarea proprietatilor rezultate din
conditia de parte stabild (de exemplu, daca se evidentiaza o proprietate de tipul A(x)- A(y)=A(x+y),
aceasta poate fi utilizatd in rezolvarea unor cerinte ulterioare, fara a apela mereu la calculul efectiv cu
tablourile matriceale)

- (Z,,+) este grup comutativ, oricare ar fi ne N*; (Z » \{f)},~) este grup comutativ (unde p eN*, p
prim).
Acestui capitol 1 se pot asocia cerinte de tip rezolvarea de ecuatii Intr-un grup sau calcularea unor relatii Intre
elemente ale grupului, situatii care nu necesitd verificarea axiomelor grupului ci doar utilizarea lor pentru
efectuarea calculelor.
Morfism si izomorfism de grupuri:
Se considera (Gy,*) si (G,,0) grupuri.
Functia f:G; — G, se numeste morfism de grupuri dacd f(x* y)= f(x)o f(»), Vx,y € G.
Functia f:G; — G, se numeste izomorfism de grupuri dacd este morfism si este bijectiva.
Proprietati: daca f este izomorfism, atunci:

e f(e)=e',unde esi e' sunt elementele neutre ale grupurilor (Gj,*) si, respectiv, (G,,0)



e f(x")=(f(x))', oricare ar fi x € G; (imaginea simetricului lui x este egald cu simetricul imaginii lui
x)
Pot fi formulate enunturi in care se cere sd demonstram cd nu exista izomorfism Intre doud grupuri date; in acest
caz, trebuie identificatd o proprietate a izomorfismului, care nu este verificata,

2.2.2. Inele si corpuri - clasa a XII-a (3h/sapt.)

Definitia inelului; verificarea axiomelor inelului; exemple de inele numerice: Z,Q,R,Z,, inele de matrice,
inele de functii reale.

Divizori ai lui ,,0”, cu aplicatii la rezolvarea de ecuatiiin Z,, .

n»

Definifia corpului; verificare axiomelor corpului. Exemple de corpuri numerice: Q,R si Z, cu p prim.

2.2.3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, Z ,, unde p prim) - clasa a Xll-a
(3h/sépt.)

Forma algebrica a unui polinom: P=a, X" + an,anfl + .. +ay,unde q,,a, i,.,a0€K, a,#0 unde K
poate fi Q, R, Z,, p prim; gradul unui polinom, calcularea unor valori ale polinomului; semnficatia unor

valori: f(0) este utilizatd pentru determinarea termenului liber; f(1) este utilizata pentru determinarea sumei

coeficinetilor polinomului

Operatii cu polinoame (adunarea, inmultirea, inmultirea cu un scalar); proprietati.

Metoda identificarii coeficientilor

Teorema impartirii cu rest: pentru orice doua polinoame f,g e K[X], g #0, exista polinoamele ¢,r € K[ X]

unice astfel incat f=g-g+r si gradr<grad g.

Impartirea polinoamelor: utilizarea algoritimilor specifici; schema lui Horner, utilizata pentru determinarea
catului si a restului rezultate la efectuarea Impartirii la X —a.

Teorema impartirii la X — a : restul impartirii polinomului f € K[X] la X —a este f(a).

Divizibilitatea polinoamelor: fie polinoamele f,ge K[X], g#0, atunci f se divide prin g dacd existd
he K[X] astfel incat f=gh.

Teorema Ilui Bezout: fie polinomul f e K[X], f#0 si ae K, atunci a este rddacina a polinomului f daca si
numai daca f se divide prin X —a ; consecinta: in acest caz, existd g € K[X] astfel incat f=(X —-a)-g
Raddcini ale polinoamelor: radacini simple, radacini multiple: a este raddcind de ordin de multiplicitate
p, peN* a polinomului f daci (X —a)? | f si (X —a)’™' | £ in cazul ridacinilor reale multiple pentru un

polinom cu coeficienti reali, se poate utiliza functia polinomiald atasatd si proprietati de derivabilitate ale
functiilor reale.
Descompunerea unor polinoame in factori ireductibili: de exemplu, daca f € R[X] admite toate radicinile

reale si grad f =n2>1, atunci f se poate descompune in factori ireductibili /' =a,(x —x)(x—x)...(x—Xx,,),
unde x;,x, ... x, sunt rddécinile reale ale polinomului f ; descompunere peste corpul numerelor reale: un

polinom cu coeficienti reali admite ca factori ireductibili, peste corpul numerelor reale, cel mult factori de
gradul I sau de gradul al doilea, in acest caz, discriminantul asociat factorilor de gradul al doilea fiind negativ.
Numadrul de radacini reale ale unui polinom nenul cu coeficienti reali este cel mult egal cu gradul polinomului.
Relatiile lui Viete pentru polinoame de grad cel mult 3:

1) daca feK[X], f=aX 24bX +c, ackK i x1,X, €K suntradacinile lui £, atunci au loc relatiile:

x1+X2:_—
a

C
Xp Xy =—
a




ii) daca feK[X],fzaX3 +hX? +cX +d, ackK’ sl x),x,,%; € K sunt raddcinile lui 1, atunci au loc

xl+X2 +X3=—;

.. C
rela!:llle: X1Xo + X1 X3 + XoXg3 =—
a

X XpX3 = —;

Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti in Z, Q, R :

- daca o ecuatie algebrica cu coeficienti Intregi are radacini Intregi, atunci ele se gasesc printre divizorii
termenului liber;

- daca o ecuatie algebrica cu coeficienti intregi, a,x" +a, X"+ .. +ay=0, are raddcini rationale,

atunci acestea sunt de forma £e@, ( D, q):l , unde p este divizor al termenului g, si ¢ este un
q

divizor al termenului a,, ;
- dacd o ecuatie cu coeficienti rationali are solutia x; =a +bc, a,b,ceQ,Je eR-Q, atunci are si
solutia x, =a - b, cu acelasi ordin de multiplicitate ca solutia x; =a + NEE
Ecuatii bipatrate: ax* +bx* + ¢ = 0, a#0, se utilizeaza substitutia x> =t si se rezolva ecuatia at’> +bt+¢=0.
Ecuatii binome: x" =a , unde a € R, ne N*; cazuri particulare: x* =a are solutii reale numai in cazul a >0,

solutii egale cu +Ja; x> =a, aeR are unica solutie reald Ja; x* =1 are solutiile reale *1.

Ecuatiile reciproce se clasifica in:

- ecuatii reciproce de grad impar, care admit intotdeauna radacina —1; se Tmparte expresia algebrica asociatd
prin X +1 si se continud cu rezolvarea unei ecuatii algebrice reciproce de grad par;

o ot A o 1 . . 1
- ecuatii reciproce de grad par, care se rezolva utilizand substitutia ¢ = x +—, folosind relatia x*+ — = -2,
x x

de exemplu, ecuatia de gradul al patrulea se imparte la x° pentru a evidentia substitutia.



EXEMPLE DE ITEMI TIP EXAMEN DE BACALAUREAT PENTRU RECAPITULAREA
NOTIUNILOR DIN TEMA 2

EXEMPLUL 13
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

mx—2y+z=1
1. Se considera sistemul de ecuatii {2x—my—3z=3,unde meR.
x—y+2z=4
5p | a) Aratati ca suma elementelor de pe diagonala principald a matricei sistemului este egald cu 2.
5p | b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care matricea sistemului are determinantul diferit de zero.

5p | ¢) Pentru m =1 aritati cd y,° =x, -z, , unde (xl, yl,zl) este solutia sistemului.

2. Se considera polinomul f = X3 +mX?+mX +1,unde meR.
5p | a) Pentru m =0, calculati restul impartirii polinomului f la X —1.
5p | b) Aratati cd polinomul f* este divizibil cu X +1, pentru orice numar real m .

5p | ¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care polinomul f* are trei radacini reale.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.2) | Suma elementelor de pe diagonala principald a matricei este egald cu m +(-m)+2 3p
Finalizare 2p
b) | det A=—-2m> —2m+12 2p
meR\ {—3, 2} 3p
¢) | Pentru m=1= x=4, y=2, z=1 4p
Finalizare 1p
2.2) | pentru m=0= f=X> +1 2p
Restul este egal cu f(1)=2 3p
b) | /() =—T+m-m+1=0 3p
X+1|f 2p
V| f=(X+1) (X4 (m-1) X +1) 2p
£ are trei raddcini reale < X2 + (m—1)X +1 are doua radacini reale < m? =2m—-3>0 2p
m € (—o0,—1]U[3,+) 1p

EXEMPLUL 14

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 0 O
1. Se considerd matricele H(x)=|0 1 Inx |, cu xe(0.+).
0 0 1

Sp | a) Aratati ca det(H(x)) =1, pentru orice x € (O, +oo) .
5P | b) Determinati numérul real a astfel incat H (x)-H (a)=H (x), pentru orice x>0 .

5p | ©) Calculati determinantul matricei H(l) + H(2) +...+H (2012) .

2.In R[X] se considera polinomul f = X +3x%2-3x-1 , curadacinile x;,x,,x; .
1,X2,%3




5p | a) Artati ca polinomul f'se divide prin X —1.
Sp ‘ b) Calculati x;* +x,” + x;°.
5P | ) Verificati daca (2-x,)(2-x,)(2-x;) =13.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
L.a) | det(H (x))=1+0-0 4p
Finalizare 1p
b) 10 0
H(x)-H(a)z 0 1 Ina+lnx 2p
00 1
Ina=0=a=1 3p
©) 2012 0 0
H(1)+H(2)+...+H(2012)=| 0 2012 In(2012!) 2p
0 0 2012
2012 0 0
0 2012 In(2012!)=2012 3p
0 0 2012
2a) | f)=r+3-17-3-1-1 3p
fH=0=>x-1|f 2p
b) | x;+xy+x3=-3 1p
XXy + X1 X3 + X X3 =3 1p
x12 +x22 +x32 =15 3p
9| f=X> 13X 3X -1=(X—x)(X %) (X —x3)= f(2)=(2-x)(2-x)(2-x3) 3p
f(2)=13 2p
EXEMPLUL 15
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

x+y-2z=0
1. Se considera sistemul de ecuatii {x—y+z=1 ,unde aeR.
xX+y+az=2
5p | a) Calculati determinantul matricei asociate sistemului.
5p | b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care matricea asociata sistemului este inversabila.

5p | ¢) Pentru a =0, rezolvati sistemul de ecuatii.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd x*y=x+y—1.

Sp | a) Aridtati cd x*1=x, pentru orice xeR.
5p | b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x *x*x =4 .

5p | ¢) Determinati numarul natural n, n> 2, pentru care C}, *C ,% =14.




Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
L.a) 11 =2 2p
detd=|1 -1 1|=
1 1 a
=—2a-4 3p
b) | Matricea asociata sistemului este inversabila< —2a -4 #0 3p
aeR\{-2} 2p
| [x+y-2z=0
x—y+z=1 2p
x+y=2
x=1,y=1,z=1 3p
2.) | x*xl=x+1-1= 4p
= x, pentru orice x € R 1p
b) | x*x=2x-1 2p
(x*x)*x:3x—2 2p
x=2 1p
c —
) C,llzn,C,%zn(n 1) 2p
2
n’+n-30=0 2p
Finalizare: n=5 1p

EXEMPLUL 16

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 00
1. Se considerd matricea 4={0 1 0].
1 0 1
5p | a) Calculati determinantul matricei A4.

1 00
Sp | b) Verificati daca At'=l0o 1 OJ, unde 47! este inversa matricei 4.
-1 0 1

11 1
5p | ¢) Rezolvati ecuatia 4-X =2 2 2|, XeM;(R).
3 33
2. Fie polinomul er3[X],f:X3 +2X°? si multimea G:{g:aX3 +bX? +eX +d a,b,c,deZ3} .

Sp | a) Calculati f (i)

5p | b) Determinati radacinile polinomului 1.
5p | ¢) Determinati numarul elementelor multimii G .




Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 100 3p
det(4)=[0 1 0
1 01
Calculul determinantului: det(A) =1 2p
b)| (1 0 0(1 0 0) (1L 0 0
01 0/{0 1 0[=[0 1 0sau 2p
1 0 1){-1 0 1 0 01
1 00 00 0 0
0 1 0[]0 1 0}= 10
2p
-1 0 1)1 0 1 0 1
0 0
Deci 4'=[0 1 0
Ip
-1 0 1
©) 1 0 0)(1 11
Prin inmultire cu 47! la stingase obtine X =| 0 1 0[-|2 2 2|= 3p
-1 0 1)\3 3 3
1 1 1
=2 2 2 2p
2 2 2
2.a) f(1)=P+2-17= 2p
=1+2=0 3p
b) | r=x*(x+2) 2p
Radacinile lui £ sunt 0,0 si 1 3p
©) Zy = {(A),i, ﬁ} = a,b,c,d pot lua cate trei valori fiecare 3p
Deci G are 3*= 81 clemente 2p
EXEMPLUL 17
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 -1 -1 X—y—z=-2
1. Pentru m € R se considera matricea 4=| 1 3 —1| si sistemul de ecuatii {x+3y—z=-2, unde
m 0 2 mx+2z=4
x,y,zeR.
5p | a) Calculati determinantul matricei 4.
5p | b) Determinati m € R pentru care matricea 4 este inversabila.
5p | ¢) Rezolvati sistemul pentru m =—1.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xo y =2xy—2x—-2y+3.
Sp | a) Demonstrati ¢a xoy=2(x—1)(y—1)+1, pentru oricare x,y eR.
5p | b) Determinati elementul neutru al legii ,,o”
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5p ’ ¢) Dati exemplu de doud numere a,bhcQ—7 pentru care aobeZ.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 -1 -1
det(4)=|1 3 -1= 3p
=6+m+0+3m+0+2=8+4m
b) | 4 inversabila < det(4)#0< 8+4m =0 3p
meR-{-2} 2
©) | Pentru m =1 rezulta det(A4)=4#0 2p
Se obtine x=y=0,z=2 3p
2.2) | xoy=2xy—-2x-2y+2+1=
2p
:2(x—1)(y—1)+1 3p
b) xoe:x,VxeR:2(x—1)(e—1)+l:x 2p
Finalizare: e = 3 3p
) 5 5
Un exemplu este x=—,y=—
p 5 y 3 2p
335,32 137 3p
2 3 2 3
EXEMPLUL 18
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
11
1. Se considera matricea A4 = (1 OJ .
5p | a) Calculati 4> — 4.
5p | b) Determinati inversa matricei A.
2010 2010
5p | ©) Rezolvati ecuatia 4- X = , XeM, (R)
2009 2010
2. Se considera polinoamele f,geZ3[X],f=X2 +X,g=X° +2X+a,cua €Z,.
Sp a) Calculati f(@) +f<i) .
5p | b) Determinati radécinile polinomului f .
5p | ¢) Demonstrati ci f(ﬁ) +f(i) +f<i) =g(6)+g(i) +g(§) , pentru oricare a € Z5 .
Barem de evaluare si notare
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1.a)

IR .
a0 LY .

11



b)

det(A4)=-1£0=34" 1p

o0
15 7] »

(01
_(1 —J 2p

©) | Prin inmultire la stinga cu A~ se obtine

[0 1) (2010 2010)_ 2p
_[1 —1)(2009 2010} 2p
:(2009 2010} 1p

1 0
2.a) f(ﬂ):é 2p
= 2
(@) r(i)=2 v
07 (5)=0.s()=2s(3) "
Radacinile lui fsunt Osi 2 2p
©) g(@):a,g(i):a,g(i):§+a 2p
g(6)+g(i)+g(§):a+a+§+a:§ 2p
f(6)+f(i)+f(é):g(())+g(i)+g(i)_2, VaeZ, 1p

19

(30 de puncte)

EXEMPLUL
SUBIECTUL al Il-lea
m 1 0
1. Pentru m € R se considera matricea 4=| 1 1 1
1 1 m

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp

Sp

x,y,zeR.

a) Calculati determinantul matricei 4.
b) Rezolvati sistemul pentru m =0.

si sistemul de ecuatii

¢) Verificati daca sistemul este incompatibil pentru m=1.

mx+y=-1

xX+y+z=3, unde

x+y+mz=0

2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie x* y =(x—4)(y—4)+4.

a) Demonstrati ca legea ,, * ” este asociativa.

b) Demonstrati cd x * y € (4,+), oricare ar fi x, y € (4,+%).

¢) Calculati 1#2#*3%_..%2010.

12



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
La) m 1 0 Ip
det(4)=|1 1 1|=
I 1 m
=m’+l-m—-m= 3p
=(m-1y 1p
b) y=-1
xX+y+z=3 2p
x+y=0
x=1
y=-1 3p
z=3
<) x+y=-1
xX+y+z=3 2p
x+y+z=0
Scazand ultimele 2 ecuatii se obtine 0 =3 = sistem incompatibil. 3p
2.a) (x*y)*z:(x*y—4)(z—4)+4: 1p
(x=4)(y—4)+4-4)(z-4)+4= 1p
( —4)(y-4)(z-4)+4=
x—4)((y-4)(z-4)+4-4)+4= Ip
< )(yz-d)4d- tp
=x*(y*z) 1p
b) | x>4=x-4>0
y>4:>y_4>0}:>(x—4)(y—4)>0 3p
(x—4)(y—4)+4>4,Vx,y>4 2p
¢) | x*¥4=4*%x=4,VxeR 2p
1#2%3% .. %2010 =(1%2%3)*4%(5%..%2010) = p
=4
2p
EXEMPLUL 20
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 1 1
1. Se considera determinantul D(x,y)=[1  x y |,unde x,yeZ.
I x+1 y+1
Sp | a) Calculati D(-1,1).

Sp
Sp

b) Determinati x € Z pentru care D(x,2010)=1.
¢) Demonstrati ¢d D(x,y)-D(x,—y)= D(xz,yz) ,oricare ar fi x,yeZ.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x * y =2xy—6x—6y+21.

13



Sp | a) Ardtati ca x*y=2(x-3)(y—3)+3, oricarear fi x,yeR.
Sp | b) Aratati ci legea ,,*” este asociativa.
5p | ¢) Calculati 1%2#...%2011.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
1.a) 1 1 1 5
D(-L)=[l -1 1|= P
1 0 2
-2 3p
b) 1 1 |
D(x,2010)=1 x 2010 = Ip
1 x+1 2011
=x-2010 2p
x=2010=1=x=2011Z 2p
©) D(x,y):x—y 2p
D(x,—y)=x+y si D(x2,y2)=x2—y2 2p
Finalizare 'p
2.a) x*y:2xy—6x—6y+2l:2x(y—3)—6(y—3)+3: 3p
=(y-3)(2x-6)+3=2(x-3)(y-3)+3 2p
b) (x*y)*z:4(x—3)(y—3)(z—3)+3 2p
x*(y*z)=4(x-3)(y-3)(z-3)+3 2p
Finalizare 1p
¢) | x*3=3*x=3, pentru orice xeR 3p
(1%2)#%3%(4%...%2011)=3 Zp
EXEMPLUL 21
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

m -1 1 mx—y+z=0

1 -2 1 x—=2y+z=0
parametru real.
5p | a) Calculati determinantul matricei 4.

1. Se considera matriceaA=| 1 m —1| sisistemul de ecuatii { x+my —z =0 , unde m este

Sp | b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care tripletul (—1, 2,5) este o solutie a sistemului.

5p | ¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul admite doar solutia (0,0,0) .

2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie x* y=xy+x+y.
Sp | a) Aratati cd legea ,, *” este asociativa.
5p | b) Determinati elementul neutru al legii ,,* .

5p | ¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia X2 k2 =x*4.

14



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
L.a) m -1 1
detA=[1 m —l=m*>-2+1-m-2m+1= 3p
1 2 1
=m*—3m 2p
b) | ([-m-2+5=0
—14+2m-5=0 3p
-1-4+5=0
m=3 2p
¢) | detA=0 2p
m* —3m#0 1p
m e R\{0,3} 2p
2.) | (x*xy)*z=(xy+x+y)*z=xyz+x2+yz+Xy+x+y+z 2p
x*(y*z)=x*(yz+y+z)=xyz+xy+xz+x+yz+y+z 2p
(x*y)*z=x=(y*z), pentru orice x,y,ze R = legea "+" este asociativa 1p
b) | Existd e € Rastfel incat x*e=e*x=x, oricare ar fi xe R 1p
x*e=x=xet+e=0exx=x=ex+e=0 2p
e=0eR 2p
0| xX2x2=3x2+2 1p
x*4=5x+4 1p
x2*21=x*4:>3x2—5x—2=0 1p
X=——sau x=2 2
3 P
EXEMPLUL 22
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Sp
Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

1 0 1 -1
1. Se considera matricele 7, :(0 lj’ A:( 5 ZJ si X(a)zlz+aA,unde ael.

a) Calculati A*-34.
b) Demonstrati ¢i X (a)- X (b)= X (a+b+3ab), oricare ar fi a,beZ.
¢) Aratati cd X (a) este matrice inversabil, oricare ar fi a e Z.
2. Polinomul f = X3 +2X%-5X +m,cu meR are radicinile x;,x, $i x; .
a) Calculati xf + x5 + x32 .

_ * 1 1 1
b) Determinati m € R" pentru care x; +x, +x3 =—+—+—.

XX X3
XX X3

¢) Aratati cd determinantul A=|x, x; x| este numdr natural, oricare ar fi meR.

X3 X X

15



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
La) 1 -1(1 -1} (3 -3
A% = . = 3p
=2 2)\=2 2 -6 6
a7 1
(=6 6 P
) (0 0
A°-34= 0 0 1p
b) | X (a)-X(b)=(1, +ad)-(I, +bA) = I, + bA+ad+abA* = 2p
=1, +aAd+bA+3abA= Ip
=I,+(a+b+3ab)A=X(a+b+3ab) 2p
) 1+ -
X(a)=l,+ad=| © ¢ 2p
—2a 1+2a 1p
X (a) matrice inversabila < det X (a)#0
1 Ip
1+3a#0=>a+# -3
1 e . .
Deoarece -3 ¢ 7, = X(a) este matrice inversabila oricare ar fi a € Z Ip
2.2) Din rela‘giile lui Viéte avem Xt Xy +X3 = -2 Sl XXy + X X3+ Xy - X3 = -5 2[)
xlz +x§ +x32 :(xl + X, +x3)2 —Z(xl Xy + X X3+ Xy -x3): 2p
=14 Ip
b) | x;xyx; =—m
111 Tty 5 Ip
_+_+_:x1 x2 xl x3 xZ x3 _ -
X X X3 XXy X3 m 2p
1 5
XN+ +=—+—+—Sm=——
broee s X Xy X3 2 2p
©) A=(x +x, +x3)(xlx2+x2x3 +x3xl—x12—x§—x32): 3p
=-2(-5-14)=38¢cN 2p
EXEMPLUL 23
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp

Sp

1. Se considera punctele 4, (2", 3”) ,unde neN.
a) Scrieti ecuatia dreptei 4,4, .
b) Demonstrati ¢ punctele 4;, A4, si 4; nu sunt coliniare.

¢) Determinati numarul natural » pentru care aria triunghiului 4, 4, ,,

. .. 1
2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie xo y = E(x y—x—y+3).

a) Verificati daca elementul neutru al legii ,,o ” este e=3.
b) Determinati simetricul elementului 2 in raport cu legea ,,o .

A, ., esteegaldcu 216.

¢) Aratati cd multimea H = {2k + 1| ke Z} este parte stabild a lui R in raport cu legea de compozitie

2
[e]
2 .

16



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
La) | 4,(1,1), 4(2,3)
x y 1 Ip
A4 1 1 1=0 2p
2 31
b) | 4(2,3), 4,(4,9), 4;(8,27) 2p
2 3 1
Verificarea faptuluica (4 9 1/=0 3
8 27 1 P
c
) A=1|A| 1p
2
211 3)1 1
A=2"1 3m ql=2.6" 3p
2n+2 3}’l+2 1
n
2:6 =2l6=>n=3 1p
2.a
) x03:%(x-3—x—3+3):x 2p
2
3ox:%(3-x—3—x+3):x P
1
Deci xo3=3o0x=ux,oricarcarfi xeR P
b) | Cautam a € R astfel incat ao2=20a=3 1p
20a=ac?2
1 Ip
5(2a—2—a+3):3 1p
a+l=6=>a=>5 2p
¢) | Fie x,ye H=>x=2k+1,y=2p+1, k,peZ 1p
xoy=%(4kp+2k+2p+l—2k—l—2p—1+3) 2p
xoy=2kp+leH Zp
EXEMPLUL 24
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Sp
Sp

Sp

Sp

1. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4, (n—1,n+2), ne N".
a) Determinati ecuatia dreptei 4,4, .

b) Demonstrati cd punctele 4,,, 4,, A [, sunt coliniare, oricare ar fi m,n, p e N*.

* ~ _ *
¢) Pentru fiecare p € N notdm Mp—{neN A4, <

A,4, < 2} . Determinati elementele multimii M, .

2. Se considera polinomul f =X +(m—3)X* ~17X +(2m+7),cu meR.

a) Pentru m =4 determinati catul i restul impartirii polinomului f la X —3.

17



Sp ‘ b) Determinati m € R pentru care polinomul f* este divizibil cu X —1.

Sp ‘ ¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 27* +9* —=17-3* +15=0.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II -lea (30 de puncte)
La) | 4(0,3),4,(1,4) 2p
x y 1 )
A4 0 3 11=0 P
1 41

A4 y=x+3 Ip

b) m-1 m+2 1
Justificarea faptuluica ([n—1 n+2 1|=0 3p

p-1 p+2 1
= A, 4,, 4, coliniare 2p
Q) | 4,4y <2 1p
J(n=2011)% +(n-2011)* <2 1p
[n—2011/<~2 1p
M1, =1{2010,2011,2012} 2p
28) | m=d4= f=X>+X> 17X +15 1p
C=X?+4X-5 3p
R=0 Ip
b) | fi(x-1)< f(1)=0 1p
fM)=1+m-3-17+2m+7=3m—-12 2p
3m—12=0=>m=4 2p
©) | Cunotatia 3" = y>0=> ) + 2 ~17y+15=0=(y—1)(y=3)(y+5)=0 2p
y=-5<0 Ip
y=1=x=0 1p
y=3=>x=1 1p
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