LIVIU REBREANU
BISTRITA
Concursul Interjudetean

"Matematica, de drag"
Editia a VII - a, Bistrita
23 - 25 noiembrie 2012

‘(ﬁ ZVNOILVN

Clasa a V -a

Subiectul I. Aratati, cd pentru orice numar natural nenul n, numarul 21" poate fi

scris ca o sumi de trei patrate perfecte.

Subiectul I1. a) Aflati suma cifrelor numarului a, unde a = 24"1.54"5_3 (n € N).

b) Determinati cifrele numérului: x = 100" — 101% - 10", unde n € N, n > 7.

Subiectul III. Fie numerele naturale de trei cifre, scrise in baza zece, cu propri-
etatea ca numarul format din primele doua cifre ale lor este de trei ori mai mare decat
numarul format din ultimele doua cifre ale acestora. Aflati numerele si aratati cd suma

cifrelor acestor numere este 13.

Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii
e Fiecare subiect se puncteaza cu 7 puncte.

e Timp efectiv de lucru: 23 ore.
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Clasa a VI -a

Subiectul I. Fie punctele coliniare Ag, A, As,..., A, situate pe dreapta d in
aceastd ordine astfel incat: AgA; = lem, A1Ay = 2cm, ..., A,_1A, =n (ecm).
a) Aflati lungimea segmentului A5 Agg precum gi distanta dintre punctele Ag i M, unde
M este mijlocul segmentului [Ay5Agg)].

b) Aflati numéarul n, daca lungimea segmentului [AgA,| este egald cu 861 cm.

Subiectul II. Numerele naturale nenule a, b, ¢ indeplinesc simultan conditiile:
i) a + 2b+ 3¢ = 3000, si 9b + ¢ = 1000.
ii) a are 16 divizori, b are 8 divizori si ¢ are 4 divizori. S& se demonstreze cd a are patru

cifre, b are trei cifre gi ¢ are doua cifre.

Subiectul III. Se considera multimea: A = {x € N | x = abcde} , unde a, b, ¢, d,
e sunt cifre distincte pare in baza 10. Aflati:
a) Cardinalul multimii B = {z € A| 4 divide x}.
b) Mulgimea ANC, unde C ={z € A |z =1¢*t € N}

Nota:

e Toate subiectele sunt obligatorii

e Fiecare subiect se puncteazi cu 7 puncte.

e Timp efectiv de lucru: 2% ore.
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Subiectul I . Aflati cardinalul multimii A={x € Z | = = %, neN, n#1}.
Subiectul II. Numim numéar "drag" un numar natural care are exact 4 divizori
naturali.
a) Dati un exemplu de trei numere "dragi" consecutive.
b) S& se arate cd nu existd trei numere "dragi" consecutive astfel incat primul dintre

ele sa fie par.

Subiectul III. Se considerd patrulaterul convex ABCD, astfel incat AB = AC =
= AD = CD si m(@) = 80°. Pe latura AB se ia punctul E, cu m(@) = 30".
Aratati ca dreptele DE si BC sunt paralele.
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Concursul Interjudetean
"Matematica, de drag"
Editia a VII - a, Bistrita
23 - 25 noiembrie 2012

Clasa a VIlI-a

Subiectul I. Rezolvati ecuatia: "’339“ - IEQ - xiﬁ + ..+ % = 1012.

Subiectul II. Se dd suma: S5, =1+ ;%- + (17(11‘;?1%2) + ...+ (kaﬂ(lli)...(kan) ,

unde a; € Z\ {1}, i = 1,n . Determinati numerele intregi a;, i = 1,n pentru care S,

este numaér natural.

Subiectul III. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare, punctul M este mijlocul
segmentului (BC), iar punctele P, Q, R, S, R’ §i S’ astfel incat P € (AM), Q € (DM),
BPNAC ={R}, CPNAB={S}, BQNCD ={R'}si QC N BD = {5'}.

a) Dacd punctele P gi Q sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC i, respectiv,
BCD, ariitati ca dreapta PQ este paralela la planul (ABD).
b) Demonstrati ci dreptele SS” gi RR’ sunt coplanare.

Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii
e Fiecare subiect se puncteazi cu 7 puncte.

e Timp efectiv de lucru: 2% ore.
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Clasa a [X-a
1. Sa se determine cea mai mare valoare a numarului real k pentru care
ot + 2%y + yt > k(z +y)4,

oricare ar fi z,y € R.

2. Se considera triunghiul ABC in care notdim AB = ¢, AC = b, M mijlocul lui
(BC). Aritati ca dacd P este punctul din plan cu AP — 1? . AB +c%- 1@, atunci
m(BAP) = m(CAP).

3. Daca0<a; <ay<..<a,sia +ay+..+a, >k, atunci

a?+3a3+5a:+...+(2n—1)a®2 >k*  neN,n>1.
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1. S& se determine termenul general al girului (a,),>; stiind c¢a a; =1 §i
0la; + llag + ... + (n — 1)la, = M, oricare ar fi n > 1.

2. Notam cu [, lungimea bisectoarei din A, cu h, lungimea inaltimii din A si cu r

raza cercului inscris in AABC'. Aritati ca:

3. 1) Ardtati ca
23+ + 23— (2Py + ay? + 2 + 22® +y2® +y%2) + 3xyz > 0, Vo, y, 2 > 0.
ii) S& se arate ca numerele reale a, b satisfac relatia:
o34y + 22 + a2y + 2y? + 2?2 + 12 +y2? + y?2) +boyz >0, Vo, y, 2 > 0.
dacd i numai daci exista r, s € [0,00) astfel incat a=r —1, b=3 —6r + s.
Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii

e Fiecare subiect se puncteaza cu 7 puncte.

e Timp efectiv de lucru: 2% ore.
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1. Sa se arate ca
A-(A-B)-B=B-(A-B)-A,
pentru orice matrice patratica de ordin 2 cu urme egale.
2. Sa se determine functiile f : R?> — R care, pentru m,n numere naturale date,
indeplinesc conditiile:

a) f(1,1) =m +n;
b)f(x,y+ z) = f(x,y) + nz, oricare ar fi z, y, z € R;
¢) fly+ z,x) = f(y,x) + mz, oricare ar fi z, y, z € R;

3. Fie sirul (a,)n>1 de numere reale nenule definit prin a; = % si 2 — L =

3(n+1)(n+ 2), oricare ar fi n > 1. Sa se arate ci: B
a1a4 + aoas + ... + @pQpyg < ﬁ.
Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii
e Fiecare subiect se puncteaza cu 7 puncte.

e Timp efectiv de lucru: 23 ore.
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Concursul Interjudetean
"Matematica, de drag"
Editia a VII - a, Bistrita
23 - 25 noiembrie 2012

Clasa a XII-a
1. Consideram functia f: R — R,
f(z) = zarctgx — 5in(a® +1).

Sa se calculeze f(2012)(0),

2. Fie k € R*, X, Y € My(C) cu proprietatea 2kY? = Y X — XY. Si se arate ci
Y2 = 0,.

3. Fie k € R* i a > 1. Calculati:

_ cos?*~1g(Ina-cos z+sinz)
I(CL) - f a2k 4 cos2k dx




