



PROBLEMELE MELE ÎN CONCURSURI LA CLASA A VIII-A
                                                                   Prof. Valer Pop
                                                                       Școala Gimnazială Șanț

                                                                       Bistrița-Năsăud

Clasa a VIII-a

   
  VIII.1. Suma a 15 numere întregi consecutive este de 75. Să se afle produsul lor.            
                                                                    (Conc.”Paul Tanco”, ediţia I, Năsăud, 1995)
  
 VIII.2.   Să se reprezinte grafic funcţia:
   f:[-4,1)U(3,∞)
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, unde


                            a-x pentru x
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[-4,-2)

                     f(x)=         1 pentru x
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 [-2,1)

                                      x+2a pentru x
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(3,+∞)

ştiind că a = [y], unde y este soluţia ecuaţiei  
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                                                                           (Olimp. locală, Bistriţa-N, 6.II.1983)
VIII.3. Să se determine x
[image: image7.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image8.wmf]¢

 astfel încât n
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image10.wmf]¥

, 1≤n≤4 şi
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        (Olimp. locală, Bistriţa-N, 1996)
VIII.4. Să se rezolve în 
[image: image12.wmf]¥

 ecuaţia: 
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.


                                                            (Olimp. locală, Bistriţa-N,1996)
         VIII.5. Un dreptunghi ABCD are laturile AB=x şi BC=y, invers proporţionale cu numerele 0,5 şi 0,(3). Pe planul dreptunghiului în centrul său se ridică o perpendiculară OM=x. Dacă 2x+3y=26 se cere să se calculeze distanţele de la M la laturile şi vârfurile dreptunghiului.
                                                                            (Olimp. locală, Bistriţa-N,1996)
VIII.6. Fie a,b numere naturale nenule. Comparaţi numerele x=
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                                                                       (Olimp. jud., 2001) (sub. unic pe ţară)                                                                                                                                                         

          VIII.7.  Determinaţi 
[image: image16.wmf]abc

 astfel încât [
[image: image17.wmf]abc

]=13 şi a+b+c=13. 
                                                                            (Olimp. locală , Bistriţa-N, 2004)
           VIII.8. Se dă tetraedrul ABCD cu suma muchiilor de 36 cm. Alegeţi M
[image: image18.wmf]Î

(BC) şi N
[image: image19.wmf]Î

(CD) astfel încât  AM+AN să ia cea mai mică valoare. Calculaţi în acest caz  aria ΔAMN.

                                                                              (Olimp. locală, Bistriţa-N, 2004)
VIII.9. Tom şi Jerry se hotărăsc să se întreacă la un concurs de viteză în proba de 400 m plat. Tom aleargă cu viteza medie de 48 km/h,iar Jerry cu viteza medie de 240m/min. Precizaţi:  
a)Cu cât timp ajunge Tom înaintea lui Jerry dacă iau startul deodată ?  
b) Ce distanţă trebuie să-i acorde Tom lui Jerry în avans pentru ca să treacă în acelaşi timp linia de sosire ?

                                                         (Conc .interdisciplinar „Dr.  Paul Tanco”,
                                                                      ed. a IX-a, Bistriţa, 2004)
             VIII.10. La concursul interdisciplinar la care participaţi în acest moment participă n concurenţi, unde n=p•
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 sunt soluţiile ecuaţiei x²-3x+p=0, unde p este număr prim. Câţi participanţi se întrec la acest concurs ?

                                                         (Conc. interdisciplinar „Dr. Paul Tanco”,

                                                                     ed. a IX-a, Bistriţa, 2004)
VIII.11. Dacă x
[image: image23.wmf]Î

¢

 şi numărul n=x³-6x²-37x+90 se divide cu 7, demonstraţi că numărul 
[image: image24.wmf]343

n

 este întreg.

                                                                      (Ol. jud., 1998, jud. Călăraşi)
VIII.12.  Ştiind că restul împărţirii polinomului P(x)=
[image: image25.wmf]4
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- x³+ax²-9x+2b la polinomul Q(x)=x-2 este un număr prim, calculaţi valorile a,b
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                                                                                                  (Ol. jud., 1999, Covasna)
VIII.13. Un grădinar are nevoie de 47 hl de apă zilnic pentru udatul grădinii; pentru aceasta el şi-a construit un bazin paralelipipedic  cu dimensiunile:L=10 m,l=40 dm şi h=320 cm. Câte zile îi ajunge apa dacă nivelul ei este la ¾   din înălţime şi ultimii 5 cm de la fundul bazinului nu se pot folosi ? 







                                                            (Conc.”Paul  Tanco”, ed. a VIII-a, et. zonală, 2003)

VIII.14. 17 pitici şi 3 uriaşi consumă împreună 100 de prăjituri (toţi piticii consumă acelaşi număr de prăjituri întregi, iar uriaşii asemenea). Câţi pitici consumă cât un uriaş ?







                                                             (Conc.”Paul Tanco”, ed. a VIII-a, et. zonală, 2003)
VIII.15. Trei elevi au colecţii de timbre reprezentate prin numere proporţionale cu 7, 9 şi 13.         

a) Câte timbre au împreună dacă primii doi au mai multe cu 39 decât al treilea ?   

b) Pot face schimburi între ei ca în final să aibă numere egale de timbre ? Justificaţi !    







                                                                 (Conc.”Paul Tanco”, ed. a  XI-a, Lechinţa, 2006)

VIII.16. Preţul unui laptop este de 
[image: image28.wmf]abcd

 lei. Ştiind că 
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, este multiplu de 5, că suma lui cu 8 se divide cu 8, că scăzând din el 18 diferenţa se divide cu 9 şi că dacă îi adunăm 14 se obţine un multiplu al lui  14 , aflaţi preţul cel mai mare pe care-l poate avea laptopul. 










                                                                  (Conc.”Paul Tanco”, ed. a  XI-a, Lechinţa, 2006)

VIII.17. Să se arate că dacă a,b,c
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(0,∞) şi abc=1,atunci are loc inegalitatea  : (a+b)(b+c)(c+a)≤
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                                                             ( În atenţia comisiei naţionale pt. olimpiada 2002)
VIII.18. Se dă un poligon convex cu n laturi şi fie a
[image: image32.wmf]Î

¥

*. Determinaţi poligonul ştiind că numărul diagonalelor sale este egal cu raportul dintre n şi a.





                                                            ( În atenţia comisiei naţionale pt. olimpiada 2002)
VIII.19. Demonstraţi că dacă x şi y sunt numere întregi, atunci numerele x³+y³ şi  x+y+2
[image: image33.wmf]xy
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 nu pot fi egale.

                                                                   (În atenţia comisiei naţionale pt. olimpiada 2003)
VIII.20. Determinaţi numerele naturale a,b,c diferite oricare două , dacă 
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             (În atenţia comisiei naţionale pt. olimpiada, 2003)

VIII.21. Rezolvaţi inecuaţia: (x+1)³ - (x-2)² +5x ≤ (x+2)² +(x-1)³ + 2(
[image: image37.wmf]21)(12)6
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                                                                           (Concurs,Sângeorz Băi, 13.12.1996)

VIII.22. Calculaţi: a) 0,6+
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 ;  b) 64•111³-444³+[(-3)³]³+27³+
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                      (Test – cl. a VIII-a, Rodna, 17.06.1997, preadmitere în liceu)


VIII.23. Fie A={x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image45.wmf]Î
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}. Efectuaţi AUB; A∩B; B\A.

                                        (Test – cl. a VIII-a, Rodna, 17.06.1997, preadmitere în liceu)


VIII.24. Catetele unui triunghi sunt proporţionale cu 3 şi 4 şi au media aritmetică 7. Aflaţi aria pătratului construit pe ipotenuza sa.

                                            (Test – cl. a VIII-a, Rodna,17.06.1997), preadmitere în liceu)


VIII.25. Se dă funcţia  f:[-3;2)U{3;4}
[image: image47.wmf]®
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; f(x)=-x+3.


a) Construiţi graficul funcţiei; 


b) Determinaţi punctele graficului care au ordonata cât dublul abscisei.

                                              ( Test – cl. a VIII-a, Rodna, 17.06.1997, preadmitere în liceu)


VIII.26. Rezolvaţi inecuaţia:
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                                        (Test – cl. a VIII-a, Rodna, 17.06.1997, preadmitere în liceu)


VIII.27. Se dă expresia: E(x)=
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a) Aflaţi valorile lui x pentru care E(x) are sens;



b) Aduceţi expresia la forma cea mai simplă;



c) Rezolvaţi ecuaţia E(x)=0.

                                       (Test – cl. a VIII-a, Rodna, 17.06.1997), preadmitere în liceu)

VIII.28. O piramidă patrulateră regulată are apotema de 26 cm şi apotema bazei de 10 cm.



a) Aflaţi aria laterală şi volumul ei;



b) Calculaţi distanţa de la centrul bazei la una din feţe.

                                     (Test – cl. a VIII-a, Rodna,17.06.1997, preadmitere în liceu)


VIII.29. Secţiunea axială a unui trunchi de con circular drept are bazele de 4 cm şi 8 cm iar diagonalele perpendiculare. Aflaţi volumul conului din care provine trunchiul.

(Test – cl. a VIII-a, Rodna, 17.06.1997, preadmitere în liceu),  (o problemă asemănătoare   s-a dat la admiterea în liceu în sesiunea imediat următoare)

VIII.30.Aratati ca daca x,y,z
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                                                                    (Conc. interjudeţean „Matematica, de drag”, 

                                                                       ediţia a II-a, Bistriţa,16-18 noiembrie 2007)

VIII.31. Perimetrul unui triunghi dreptunghic este de 
[image: image54.wmf]30
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 şi suma pătratelor lungimilor laturilor sale este de 
[image: image55.wmf]2
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. Aflaţi aria triunghiului.

                                                               (Conc. interjud. de mate. SIM, Bacău, oct.2008)
VIII.32. a) Demonstrează că 
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        b) Demonstrează că 
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 cu x ,y, z(
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                                 (Conc. interjud. de mate.”Euclid”, Ed. I,   Piteşti, 13.12.2008)

VIII.33. De Rodna sunt legate 3 mari personalităţi ale judeţului nostru: memorandistul Gherasim Domide, botanistul Florian Porcius şi folcloristul Ion Pop Reteganul. Ion Pop Reteganul a trăit cu un an mai puţin decât Gherasim Domide iar Florian Porcius cu 15 ani mai puţin decât Ion Pop Reteganul şi Gherasim Domide împreună. Cât a trăit fiecare dacă media aritmetică a vârstelor lor este de 65 de ani ?

                                                               (Concurs „Dr. Paul Tanco”, Rodna, 25.IV.2009)
VIII.34. 1) Să se arate că dacă  
[image: image63.wmf]xy
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 iar y= 1 atunci cifra x poare lua o singură valoare şi anume..?

2) Unul din marii patrioţi ai neamului românesc, fiu al comunei Şanţ a fost Enea Grapini (inginer constructor şi arhitect). El a făcut parte din Comitetul Central al Partidului Social Democrat Român şi a luptat pentru înfăptuirea Marii Uniri din 1918. Anul naşterii sale este de forma 
[image: image64.wmf]abcd
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a) Determinaţi anul naşterii lui Enea Grapini ştiind că 
[image: image65.wmf]ba
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 şi numerele 
[image: image66.wmf]ab

 şi 
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 sunt proporţionale cu 6 şi respectiv 31.


b) Determinaţi anul trecerii sale în eternitate dacă a trăit (a+c)2-
[image: image68.wmf]ad

 ani.

                                                                         (Prof. Valer Pop şi Gheorghe Pleş)

                                                                  Concurs „Dr. Paul Tanco”, Şanţ,15.05.2010) 


VIII.35. 1) Să se arate că pentru orice număr natural  ;  ( a3 – a) este multiplu de 3.
2) Nicu şi Fane s-au hotărât să rezolve probleme de matematică împreună. Ei au găsit într-o culegere problema: 

         „Se dau numerele  a=x3+y3 şi b=x+y+2x+y, x,y
[image: image69.wmf]Î
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. Există numere x şi y astfel încât a=b?”


După rezolvarea problemei Nicu zice că există numere iar Fane zice că nu există astfel de numere. 


Care dintre ei are dreptate? Argumentaţi !


                                                                           (Prof. Valer Pop şi Gheorghe Pleş)
                                                                            Concurs „Dr. Paul Tanco”, Şanţ,15.05.2010)
          VIII.36. Determinaţi numerele 
[image: image70.wmf]abc

 ştiind că 
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                         (Concursul Speranţe Râmnicene,  Râmnicu  Sărat, 9.04.2011)

           VIII.37. Rezolvaţi în 
[image: image72.wmf]¥

 ecuaţia x+y=47, unde y este c.m.m.d.c. al numărului x+1     şi 4.

                                                                                       (Olimp. locală , Bistriţa-N, 2004)
VIII.38.
a) Efectuaţi  
[image: image73.wmf]11
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b) Fie 
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.  Calculaţi 3n ( utilizaţi a)).
                                                              Concursul ,,Sfinx XXI”, ediţia a VI-a

                                                                    Mărişelu, 03 decembrie 2011

SOLUŢII, INDICAŢII, RĂSPUNSURI


VIII.1 zero


VIII.2.  y= - 5,5 de unde a=6. Este un grafic cu trei ramuri.


VIII.3. Se ajunge la n=
[image: image76.wmf]8
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, de unde găsim x
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{-8,-7,-4,+1,+8}.

VIII.4. x, y, z sunt mai mici decât 6 (55=3125). Dacă x=5 rezultă yy+zz=31 de unde y=3, z=2 sau y=2, z=3. Făcând toate combinaţiile posibile avem: (x,y,z)
[image: image78.wmf]Î

{(2,3,5), (2,5,3), (3,2,5), (3,5,2), (5,2,3), (5,3,2)}.

VIII.5. Se găsesc valorile; x=4, y=6. Se aplică apoi teorema lui Pitagora în triunghiurile dreptunghice care se formează în spaţiu. Se foloseşte şi teorema celor trei perpendiculare.

VIII.6. Cum a,b
[image: image79.wmf]Î

¥

* rezultă a+b>a de unde avem (a+b)a>aa , (a+b)b>ab. Rezultă (a+b)a+b – (a+b)a = (a+b)a [(a+b)b-1]>aa(ab-1)=aa+b-aa de unde  rezultă y=(a+b)a+b+aa>(a+b)a+aa+b=x.

VIII.7. a) Dacă [
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image82.wmf]abc

<196. Cum a+b+c=13 rezultă că 
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{175, 184, 193}.

VIII.8. Muchia tetraedrului este de 6 cm. M şi N trebuie să fie mijloacele muchiilor (BC) şi (CD). Triunghiul AMN este isoscel.


VIII.9. a) 70 de secunde


b) 280 m.

VIII.10. 300 de concurenţi
VIII.11. n se descompune în factori ireductibili şi avem: n=(x-9)(x-2)(x+5). Se vede că dacă un factor al lui n se divide cu 7 atunci şi ceilalţi se divid cu 7 deoarece diferă între ei prin 7 sau multiplu al lui 7. Numărul n se divide cu 7 care este număr prim numai dacă unul din factorii săi se divide cu 7. Dar dacă n se divide cu 7 atunci se divide şi cu 73=343 fiind un produs de 3 factori divizibili cu 7. Cum n se divide cu 343 rezultă că 
[image: image84.wmf]343
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VIII.12. Restul împărţirii lui P(x) la Q(x) este egal cu P(2). Avem P(2)=4a+2b-10 . Cum 4a+2b-10 este număr par rezultă ca fiind prim ia valoarea 2, rezultă 4a+2b=12 sau 2a+b=6 de unde : a=0,b=6 şi a=3, b=0 care nu corespund  şi a=1,b=4 şi a=b=2.

VIII.13. 20 de zile

VIII.14. 11 pitici

VIII.15. a) 377 de timbre
b) Nu! pentru că 377 nu se divide cu 3.

VIII.16. 7560 de lei

VIII.17. Din inegalitatea mediilor rezultă: a+b+c≥2
[image: image85.wmf]()
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. Înmulţind aceste inegalităţi membru cu membru se obţine: (a+b+c)3≥8
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 care prin ridicare la pătrat şi ţinând cont că abc=1 rezultă: (a+b+c)6≥64(a+b)(a+c)(b+c). Prin împărţire cu 64=26 rezultă inegalitatea.

VIII.18. Poligonul convex cu n laturi are 
[image: image89.wmf](3)
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 diagonale iar pătratul raportului dintre n şi a este 
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 de unde n2a2-3a2n=2n2 sau n(a2n-2a2-2n)=0 care conduce la n1=0, soluţie ce nu convine. Din (a2-2)n-3a2=0 rezultă n2=
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 de unde rezultă a2-2|6 de unde găsim soluţia convenabilă a=2 şi apoi n=6. Poligonul convex căutat este hexagonul.

VIII.19. Se presupune prin absurd că există x,y
[image: image94.wmf]Î

¢

 pentru care x3+y3≠x+y+2x+y . În aceste condiţii rezultă x3-x+y3-y=2x+y  sau x(x2-1)+y(y2-1)=2x+y, sau x(x-1)(x+1)+ y(y-1)(y+1)=2x+y. Dar x(x-1)(x+1) şi y(y-1)(y+1) sunt numere divizibile cu 3 şi deci şi suma lor iar 2x+y nu este divizibil cu 3. Rezultă că presupunerea făcută este absurdă şi rezultă x3+y3≠x+y+2x+y  este adevărată.

VIII.20. Din 
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 rezultă s
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{1;3}. Pentru k=1 rezultă a=b=c=1 care nu convine fiind egale. Pentru k=3 rezultă a=5, b=7, c=9.

VIII.21. Răspuns:  x
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VIII.22. a) 
[image: image100.wmf]4
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,  b) 0.
VIII.23. A={2,3,6,9}, B={-3,-1,1,3,5}
VIII.24. 50 unităţi de arie.

VIII.25. b) M(1;2)

VIII.26. 
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VIII.27. a)
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b) E(x) = 
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c) x=-1
VIII.28. a) Al= 1040 cm2, V = 3200 cm3.
b) 
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 cm. 
VIII. 29. V = 56π cm3 

VIII.30. Putem scrie:      
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 rezultând  din  
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  prin împărţire cu xyz
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VIII.31. Din a+b+c=30 rezultă (a+b+c)2=900 de unde avem a2+b2+c2+2ab+2ac+2bc=900, dar a2=b2+c2 de unde avem a2+b2+c2=2a2=338 de unde rezultă a=13, deci b+c=30-a=17. Din 2ab+2ac+2bc=900-338=562 rezultă 2a(b+c)+2bc=562 rezultă 2bc=562-442=120 de unde bc=60 de unde aria triunghiului este 
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VIII.32. a) 72k+1 = 7∙72k = (16-9)∙72k = (4∙7k)2 – (3∙7k)2 .
b) 72k+2 = 49∙72k = (6∙7k)2 + (3∙7k)2 + (2∙7k)2
      VIII.33. Se notează cu x vârsta lui Ion Pop Reteganul; rezultă că vârsta lui Gherasim Domide este x+1; Se notează cu y vârsta lui Florian Porcius.


Rezultă sistemul:   
                      y=x+(x+1)-15

                    
[image: image114.wmf](1)
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Se ajunge la forma canonică a sistemului:   

                          2x-y=14   
                          2x+y=194


De unde x=52, y=90


Deci Ion Pop Reteganul a trăit 52 de ani, Gherasim Domide a trăit 53 de ani şi Florian Porcius a trăit 90 de ani.


VIII.34. 1) 8

2) a) Din 
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 şi cum evident a=1 rezultă 
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=81 de unde 
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=18


Din 
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 rezultă cum 
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=18 că 
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=93 


Deci Enea Grapini s-a născut în 1893 

b) (a+c)2-
[image: image121.wmf]ad

=87, rezultă că Enea Grapini a decedat în 1980. 

VIII.35. 1) ( a3 – a) = (a-1)a(a+1)

2) Să presupunem că există x şi y întregi pentru care a=b Rezultă x3+y3=x+y+2x+y. 

    
În aceste condiţii rezultă x3-x+y3-y=2x+y  sau x(x2-1)+y(y2-1)= 2x+y sau   x(x-1)(x+1)+y(y-1)(y+1)= 2x+y  ceea ce este evident că este imposibil deoarece   x(x-1)(x+1) şi y(y-1)(y+1) sunt  
numere divizibile cu 3 iar suma lor evident este divizibilă cu 3 pe când 2x+y nu se divide cu 3. Are dreptate Fane.
VIII.36. Dacă 
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 atunci 
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 este pătrat perfect şi c la fel. Avem 10≤
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≤31 iar c
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{0,1,4,9} rezultă 
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<31. Verificând pătratele perfecte cu cifra sutelor 1 sau 2 constatăm că verifică datele problemei doar numerele 100, 121, 144, 169.

VIII.37. 1) Dacă a este par rezultă a+1 este impar de unde (a+1;4)=1 şi ecuaţia devine a+1=47 rezultă a=46.

2) Dacă a este impar rezultă a+1 este par rezultă 8ª+1;4)
[image: image128.wmf]Î

{2;4}. Dacă (a+1;4) =2 ecuaţia este a+2 = 47 de unde a=45. Dacă (a+1;4) =4 ecuaţia este a+4=47 de unde a=43.
VIII.38. a) 
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b) Se observă că termenii lui 3n sunt de forma 
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În aceste condiţii putem scrie: 3∙
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