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CLASA a X-a

Problema 1. Fie multimea M = {z € C | |z| = 1, Rez € Q}.
Demonstrati ca in planul complex exista o infinitate de triunghiuri echila—
terale care au toate afixele varfurilor in multimea M.

Problema 2. Se considera trei numere complexe a, b si c, astfel incat
a+b+c=0s5ila| = |b] = |c| = 1. Demonstrati ca

3<|z—a|l+|z—bl+|z—c| <4,
oricare ar fi numarul complex z, cu |z| < 1.

Problema 3. Fie numerele reale a i b, cu 0 < a < b. Demonstrati:

b
a) 2\/ab§x+y+z+ a < a+ b, pentru z,y, z € [a, b].

3 ryz —

rt+y+z ab B
b { TR s el = [pVaba o).

Problema 4. Fie n si m doua numere naturale, m > n > 2. Determinati
numarul functiilor injective

fAL2,...,n} = {1,2,...,m}

cu proprietatea ca exista gi este unic un numar ¢ € {1,2,...,n — 1} pentru
care f(i) > f(i+1).

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Finala, Constanta, 3 Aprilie 2012

CLASA a X-a
Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie multimea M = {z € C | |z2| = 1, Rez € Q}.
Demonstrati ca in planul complex exista o infinitate de triunghiuri echila—
terale care au toate afixele varfurilor in multimea M.

Solutie. Fie z = a + bi un numar complex din M. Atunci a € Q si
a? + > = 1. Un triunghi echilateral cu afixele varfurilor in multimea M,
dintre care unul egal cu z, are celelalte doua varfuri in punctele de afixe

2(=1/2 % (V/3)/2),

............................................................. 2 puncte
numere avand partile reale egale cu —a/2 £ (bv/3)/2. Cum a € Q, rezulti
cd —a/2 £ (bv/3)/2 € Q daca si numai daci by/3 € Q.

.............................................................. 1 punct

Fie ¢ = b/v/3 € Q. Problema revine la a demonstra ci exista o infinitate
de solutii (a,q) € Q x Q ale ecuatiei a® +3¢> = 1, i.e. ecuatia m?+ 3n? = p?
admite o infinitate de solutii (m,n,p) € N x N x N.

.............................................................. 1 punct

Cum 3n? = (p — m)(p + m), cautam solutii pentru care p —m = 3 si
p+m=n% Avem n? = 2m + 3, deci n este impar.

.............................................................. 1 punct

Alegand n = 2k+1,k € N*, obtinem m = 2k?>4+2k—1si p = 2k +2k+2.
Atunci a = (2k2 + 2k — 1)/(2k? + 2k +2), b = ((2k + 1)v/3)/(2k% + 2k + 2),
iar z = a+bi are modulul 1 si a,b > 0, deci triunghiul echilateral cu un varf
in z este unic determinat. Cum k& € N* este ales arbitrar, rezulta ca exista
o infinitate de triunghiuri cu proprietatea ceruta.

Problema 2. Se considera trei numere complexe a, b si c, astfel incat
a+b+c=0si|a| = |b| = |¢| = 1. Demonstratica 3 < |z—al|+|z—b|+|z—c| <
4, oricare ar fi numarul complex z, cu |z| < 1.

Solutie. Consideram punctele A, B, C' si M avand afixele a, b, ¢ si
respectiv z. Atunci triunghiul ABC este echilateral, inscris in cercul de raza
1 centrat in originea O a planului complex.

Pentru inegalitatea din stanga, avem succesiv

Y lz—al=) lallz—a| =) |az —aa| >
>3 (az—-1)| = (D> a) - 3| =3.



................................................................ 2 puncte

Demonstram inegalitatea din dreapta. Consideram o coarda care trece
prin M si fie P, Q punctele sale de intersectie cu cercul circumscris triunghi-
ului ABC. Fie p gi ¢ afixele punctelor P gi ). Exista a € [0,1] astfel ca
m = ap + (1 — a)q. Prin urmare

dlz—al =) lop+(1-a)g—a|<ad Ip—al+(1-a)) |g—a,
deci
>olz—al <max{dlp—al,> la—al}.

............................................................. 2 puncte
Fara a restrange generalitatea, presupunem ca max{>_|p —al,>_ |¢ — a|} =
> |p — a| si c& P este pozitionat pe cerc intre A gi C. Din identitatea lui
Ptolemeu obtinem PA + PC = PB, adica |p —a| + |p — ¢| = |p — b|. Atunci
Yolz—al <> |p—al =2|p—b|] <4, ceea ce trebuia demonstrat.

Nota. Egalitatea din membrul stang se realizeaza in cazul z = 0, iar
pentru membrul drept daca z € {—a, —b, —c}.

Problema 3. Fie numerele reale a si b, cu 0 < a < b. Demonstrati:

b
a) 2\/ab§x+y+z+ a < a+ b, pentru z,y, z € [a, b].

3 Jxyz

rt+y+z ab
bl ¢ = |2Vab .
b) { 3 + e z,y,2 € [a, ]} [ a ,a—i—b}

Solutie. a) Aplicand inegalitatea mediilor obtinem

r+y—+=z 5
—>2
3 +3a:yz_ a:yz+\/7_ Vab.
.............................................................. 1 punct
Din inegalitatea mediilor avem
x+y+z ab r+y+z ab(l/z+1/y+1/2) 1
< —
.............................................................. 1 punct
unde f : ( ) = (0,00), f(t) =t+ 2. Avem
(a+b—f(t) = (b—t)(t—a) > 0,¢ € [a,1],
de unde rezulta ca f(t) <a-+b, t € [a,b]
.............................................................. 1 punct
Atunci f(z)+ f(y)+ f(2) < 3(a+1b), de unde rezulta T+ W <a+b
............................................................. 1 punct



b) Conform punctului anterior, este suficient sa demonstram ca intervalul
[2Vab, a + b] este inclus in multimea din membrul stang. Vom arata ca

[2vab,a +b] € f([a,b)).

Pentru aceasta, fie s € [2Vab,a + b]. Ecuatia f(t) = s este echivalenta cu
t2 — st + ab = 0. Deoarece s > 2v/ab, discriminantul s? — 4ab este pozitiv,
deci ecuatia admite solutii reale,

.............................................................. 1 punct
care apartin intervalului [a, b]

.............................................................. 1 punct
Alegand z = y = » = s£Vs —dab 52 dab ohtinem THYEE 4 ?/% = s, de unde rezulta
cerinta.

.............................................................. 1 punct

Problema 4. Fie n i m doua numere naturale, m > n > 2.
Determinati numarul functiilor injective f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m}
cu proprietatea ca exista si este unic un numar ¢ € {1,2,...,n — 1} pentru

care f(i) > f(i+1).

Solutie. Problema cere determinarea numarului de functii care sunt
strict crescatoare pe multimile {1,2,...,7 — 1,3} sipe {i+ 1,0 +2,...,n},

dar care nu sunt strict crescatoare pe multimea {1,2,...,n}.
.............................................................. 1 punct
Imaginea unei functii injective f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} este

o multime cu exact n elemente. Pentru o fun(;tle f: {1,2,...,n} —

{1,2,...,m} cu proprietatea cerutd notam cu A imaginea sa si fie g unica

functie strict crescatoare de la A la {1,2,...,n}. Evident, g este functie

bijectiva.

Rezultd ci h = gof : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} este o functie bijectiva
cu proprietatea din enunt. intr—adevér, fiei € {1 2,...,n — 1} pentru care
) <---< f(@), f(i) > fli+1) i f(i+1) < (n) Cum g este functie
strict crescatoare, deducem ca g(f(1)) < - ( (1)), g(f(2)) > g(f(i+1))
G g(fi 1 1)) < - < g(7(n), adich h(1) < - < h(i), h(d) > A(i + 1) s
h(i+1) <--- < h(n).

.............................................................. 1 punct

Vom arata ca functiei h 1i corespunde unic o submultime M a multimii
{0,1,2...,n}, alta decat 0, {1}, {1,2},..., {1,2,...,n}.

Pentru fiecare i € {0,1,2...,n}, alegem o submultime M a multimii
{1,2,...,n} avand i elemente. Functia h este unic determinata de n—uplul
(h(1),h(2),...,h(n)), care se obtine ordonand crescator mai intéai elementele
multimii M, iar apoi elementele multimii {1,2,...,n}\ M.

............................................................. 2 puncte

Pentru ca h s& nu fie strict crescatoare pe {1,2,...,n}, multimea M cu
card M =i trebuie sa fie diferita de {1,2,...,}.



Deoarece sunt 2" submultimi ale multimii {1,2,...,n}, iar n + 1 dintre
acestea — anume 0, {1}, {1,2},..., {1,2,...,n} — nu convin, rezulta ca sunt
2" —n — 1 functii bijective h = go f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} cu
proprietatea ceruta.

.............................................................. 1 punct

Cum imaginea A C {1,2,...,m} cu n elemente poate fi aleasa in C},
moduri, rezultd ci sunt C7 (2" — n — 1) functii injective f = gt o h :
{1,2,...,n} — {1,2,...,m} cu proprietatea din enunt,.
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CLASA a XI-a

Problema 1. Fie functiile f,g : [0,1] — [0,1] astfel incat g este
monotona si surjectiva si

|f(x) = fy)| < lg(x) — g(y)l,

oricare ar fi z,y € R.
a) Aratati ca f este continua si ca exista xg € [0,1], cu f(zo) = g(xo).
b) Aratati cd multimea punctelor € R pentru care f(x) = g(z) este un
interval inchis.

Problema 2. Fie n si k£ doua numere naturale astfel incat n > 2 si
1 <k <n-—1 Aratati ca dacid matricea A € M,,(C) are exact k minori
nuli de ordin n — 1, atunci det(A) # 0.

Problema 3. Fie A,B € My(R) astfel incat AB = BA si
det(A%? + AB + B?) = 0. Aratati ca

det(A + B) 4+ 3det(A — B) = 6det(A) + 6 det(B).

Problema 4.  Determinati functiile derivabile f : [0,00) — [0, 00)
pentru care f(0) =0 si f/(z%) = f(z) pentru orice = € [0, c0).

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XI-a, SOLUTII SI BAREME

Problema 1.  Fie functiile f,g : [0,1] — [0,1] astfel incat g este
monotona si surjectiva si

|f(x) = f(y)] < lg(z) — g(y)l,

oricare ar fi x,y € R.
a) Aratati ca f este continua si ca exista xg € [0,1], cu f(zo) = g(xo).
b) Aratati ca multimea punctelor z € R pentru care f(x) = g(z) este un
interval inchis.

Solutie. a) Cum g este monotona, are limite laterale in fiecare punct.
Aratam ca g este continua. Altfel, fie zp un punct in care g(zg — 0) <
g(x0) < g(x0+0) sau g(zo—0) < g(x0) < g(xo+0). Atunci intervalul (g(xo—
0), g(xo+0)) nu este inclus in imaginea functiei, contrazicand surjectivitatea.
Din inegalitatea din ipoteza rezulta si continuitatea functiei f. .. 2 puncte

Consideram functia h data de h(x) = g(x) — f(x). Avem h(0)h(1) =
(g(0) — £(0))(g(1) — f(1)) < 0, deoarece g este monotona si surjectiva.
Proprietatea valorilor intermediare pentru functii continue implica existenta
unui punct g € [0,1] cu h(zp) = 0 adica f(zg) = g(z0). - vvevevn... 1 punct

b) Fie A = {x € [0,1] | f(z) = g(x)}. Daca A are un singur element nu
mai e nimic de aratat. Daca A are cel putin doua elemente fie « = inf A, 8 =
sup A. Din continuitatea functiilor f si g deducem ca o, 3 € A. ...1 punct

Fie z,y € [a, 8], * < y. Daca g este crescatoare avem f(y) — f(x) <
[f(@) = fW)l < lg(y) — g()| = g(y) — g(x). Prin urmare f(y) — g(y) <
f(z) — g(x), deci h este descrescatoare pe [a, f]. Cum h(a) = h(8) = 0
rezultd h = 0 pe [a, B8] adicd A =[a, ] «ooovvriiiiiiiiii . 3 puncte

Problema 2. Fie n si £ doud numere naturale astfel incat n > 2 si
1 <k <n—1. Aratati cd daca matricea A € M, (C) are exact k minori
nuli de ordin n — 1, atunci det(A) # 0.

2

Solutie. Presupunem ca det(A) = 0. Cum A are n” minori de ordinul

n—1sin? >n—1, rezulta ca A are cel putin un minor nenul de ordin n — 1,

decirang(A) =n — L. 2 puncte
Cum A*A = Oy, si din  inegalitatea Sylvester
0 =rang(AA*) > rang(A)+rang(A*) — n rezulta ca rang(A*) < 1..1 punct
Din A* # Oy rezulta rang(A*) = 1. ..o 1 punct

Deoarece A* are cel putin n?2 — n + 1 elemente nenule, deducem ca are

o linie cu toate elementele nenule. Fie aceasta L1 si fie Lo linia din A* care
contine cel putin un element nul (o astfel de linie exista caci & > 1). Cum
L1 si Lo sunt proportionale, exista a € C astfel incat Ly = oL ...2 puncte

De aici deducem o« = 0 deci Lo are toate elementele nule ceea ce atrage
ca A are cel putin n minori de ordin n — 1 nuli, absurd ........... 1 punct



Problema 3. Fie A, B € My(R) astfel incat AB = BA si det(A% +
AB + B?) = 0. Aratati ca

det(A + B) + 3det(A — B) = 6det(A) + 6 det(B).

Solutie. Avem A% + AB + B? = (A — wB)(A — @B), unde w este o
radacinad cubica nereald a unitatii. ................. .. 1 punct
Consideram functia polinomiala de grad 4 definita prin f(x) = det(A +
rB) = det A + ax + bz? + ca® + det Bx*. Conditia din enunt se transcrie
(matricile avand elemente reale) f(w) = f(w) =0................. 1 punct
Avem
f(w) = det A + ¢ + w(a + det B) + w?b,

decidet A+ c=a+detB=">b. (1) ..., 2 puncte
Cum f(1) =det A+a+b+c+det Bsi f(—1) =det A—a+b—c+det B,
avem f(1)+ f(—1) = 2det A+ 2det B + 2b, iar din relatiile (1) 2b = a+c+

det A+det B=3(f(1) — f(-1)) +det A+detB................. 2 puncte
Cum f(1) = det(A + B) si f(—1) = det(A — B) deducem relatia din
EIIUNE. .« .ottt 1 punct

Problema 4.  Determinati functiile derivabile f : [0,00) — [0, 00)
pentru care f(0) =0 si f'(2%) = f(x) pentru orice x € [0, 00).

Solutie. Arataim ca f = 0.

Din relatia data, pentru orice x > 0 avem f/(z) = f(y/x) > 0, deci f
este crescatoare, de unde f’ rezulta crescitoare................... 2 puncte

Fie a = sup{z| f(z) = 0}. Daca a € [0,00) atunci f(z) = 0 pe intervalul
[0,a] si f(x) > 0 pe (a,00) (datoritd continuitatii si monotoniei functiei f).
1 punct

Din teorema lui Lagrange aplicata pe intervalul [a,a + 1] deducem ca
fla+1l)=fc)ycuce(a,a+1). cooiiiiiiiiiiiiiiiii. 1 punct

Atunci f(a+ 1) = f(y/c) si cum f este crescatoare rezulta ca este con-
stantd pe intervalul [\/c,a + 1] deci f’ este nuld pe acest interval. Asadar
f'(a+1) = f(0) =0 si cum f’ este crescitoare rezulta f' =0 pe [0,a + 1].
De aici f'(¢) =0= f(a+1),absurd. .................coii... 3 puncte
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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie f:[0,00) — R o functie continua, astfel incat

/ " @) fn — 2y da = / C(F@)?d,

oricare ar fi numarul natural n > 1. Sa se arate ca functia f este periodica.

Problema 2. Fie (R,+,-) un inel si f un endomorfism surjectiv al sau,
astfel incat [z, f(x)] = 0 oricare ar fi x € R, unde [a,b] = ab — ba, a,b € R.
Sa se arate ca:

(@) [z, f(Y)] = [f(2),y] st x[z,y] = f(x)[x,y], oricare ar fi 2,y € R;

(b) Daca R este corpsi f este diferit de identitate, atunci R este comutativ.

Problema 3. Fie C multimea functiilor integrabile f : [0,1] — R, astfel
incat 0 < f(z) < z oricare ar fi x € [0,1]. Definim functia V' : C — R prin

vin = [uwra- ([ d) fec.

Sa se determine urmétoarele doua multimi:

(@) {(V(fa)|0 < a <1}, unde fu(z) =0, daca 0 < z < a, i f(z) = =z,
dacaa < x <1;

(b) {V(H)IfecCh

Problema 4. Fie m si n doud numere naturale nenule. Sa se determine
numarul minim de raddcini complexe distincte ale polinomului [ [~ (f +k),
cand f parcurge multimea polinoamelor de grad n cu coeficienti complecsi.
Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Clasa a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie f : [0,00) — R o functie continua, astfel incat

/ " @) 0 — ) da = / “(F@)?d,

oricare ar fi numéarul natural n > 1. S& se arate ca functia f este periodica.

Solutie. Fie n un numar natural nenul. Cu substitutia y = n — x, obtinem

/ " - ) f(y) dy = / C(Fn— )2 dy.
0 0

Prin adunarea acestei relatii cu cea din enunt, rezulta

/0 "(f(@) — fn— )2z =0,

Din continuitatea lui f deducem ca f(xz) = f(n — z) pentru orice = € [0, n].
................................................................ 3 puncte

Fie £ > 0 ¢i n > z un numar natural nenul. Atunci

fla+ ) =fln+1-2z-1)=f(n—2z)= f(z).

Problema 2. Fie (R,+,-) un inel si f un endomorfism surjectiv al sau,
astfel incat [z, f(x)] = 0 oricare ar i x € R, unde [a,b] = ab — ba, a,b € R.
Sa se arate ca:

(@) [z, f(y)] = [f(2),y] si z[x,y] = f(2)[z,y], oricare ar fi z,y € R;

(b) Daca R este corpsi f este diferit de identitate, atunci R este comutativ.

Solutie. (a) Demonstram prima relatie:

0=[r—y, flz—yl=[r—y flz)— f(v)
= [z, f(@)] = [z, f()] = [y, f(@)] + [y, fF(¥)] = —[z, fF(y)] + [f(2),9].



Demonstratia celei de a doua relatii face apel la prima. Fie y = f(2), z € R.
Atunci

(b) Aratam ca R* = Z(R*) = {z : € R*,xy = yx oricare ar fi y € R*},
centrul grupului multiplicativ R*. Fie Fixf = {z : « € R*, f(z) = z}.
Din a doua egalitate de la punctul (a), rezulta ca R* \ Z(R*) C Fix f, deci
R* = Z(R*) UFix f. Intrucét Z(R*) ¢i Fix f sunt si subgrupuri ale lui
R*, sau Fix f C Z(R*), caz in care R* = Z(R*); sau Z(R*) C Fix f, caz
in care R* = Fix f, i.e., f este identitatea — contradictie. Prin urmare,
R* = Z(R*), i.e., R* este comutativ.

Remarci. Un endomorfism cu proprietatea din enunt, se numeste endomor-
fism comutativ. Un inel prim este un inel care are urmatoarea proprietate:
daca produsul a doua ideale este nul, atunci cel putin unul dintre cele doua
ideale este nul. Folosind a doua relatie de la punctul (a), se poate demonstra
ca un inel prim care poseda un automorfism comutativ diferit de identitate,
este comutativ gi integru (fara divizori ai lui zero).

Teorema lui Wedderburn — orice corp finit este comutativ — este un caz
particular al rezultatului de la punctul (b): cu exceptia cazului trivial al
corpului cu p elemente (p prim), orice corp finit de caracteristica p admite
un automorfism comutativ diferit de identitate — automorfismul Frobenius,
T — xP.

Problema 3. Fie C multimea functiilor integrabile f : [0,1] — R, astfel
incat 0 < f(z) < x oricare ar fi z € [0,1]. Definim functia V' : C — R prin

vin= [ uwrae- ([ d) fec.

Sa se determine urmatoarele doua multimi:

(@) {V(fa)|0 < a < 1}, unde fu(z) =0, daca 0 < z < a, si f(x) = «x,
dacaa <x <1;



(b) {V(H)IfecCt
Solutie. (a) Multimea ceruta este intervalul inchis [0, 5(3 — +/5)/24]:

V(fa) :/al:z:Qd:c— </alxda:>2 =(1-a%/3-(1-a%?/4

este o functie polinomiala al carei punct de maxim pe [0, 1] este (v/5 —1)/2.
Concluzia rezulta din monotonia acestei functii.

(b) Ardtam ca aceastd multime este inclusa in multimea de la punctul (a).
Fie f € C. Vom demonstra ca exista a in [0, 1], astfel incat V(f) < V(fa)-

.................................................................. 1 punct
Fie X 12
a= <1—2 f(ac)d:n) € [0,1].
0
Atunci . .
X Tr = — (12 = X X
LAﬁUd (1-a2)/2 AfUd,
deci
1 1
VMJ—VU%—A(UM@F—UhM%dx—A (£fule) — (f(2))?) dz
1
zﬁxmmwﬂmMm
.................................................................. 1 punct

Vom arata ca ultima integrala este pozitiva. Consideram functia integrabila
g :[0,1] — R, definita prin g(x) = fo(z) — f(z). Mai intai demonstram ca

/1g(t)dt20

oricare ar fi z € [0, 1]. Consideram cele doua cazuri posibile: daca 0 < z < a,

atunci
1 1 1 1
/gwﬁz/(MD.Whﬁzéh@&/f@&
1 1
zénm&—éfwazm

3



iar daca a < x < 1, atunci

1 1 1
[ otna= [ ooy a= [ @ s azo,

Aplicand formula a doua de medie, rezulta ca exista b € [0, 1] astfel incat

/01 zg(z) da = /blg(:L‘) dz >0,

de unde concluzia.

Remarci. (1) Inegalitatea

1
/ zg(z)dz >0
0

poate fi demonstrata si fara formula de medie. Fie n un numar natural
nenul. Atunci:

1 1 n—1 g [k+1)/n
/ xg(x)de = / zg(x)dr — — / g(x)dx | +
0 0 o "V Jk/n

=0
(k+1)/n

n—1 )/
Z k/ g(z)dx.
k=0 " Jk/n

Daca M = sup{|g(z)| : 0 <z < 1}, atunci

1 n—1 (k+1)/n n—1 .(k+1)/n
k k
[aa@ar=3 5 [ gwai <3 [ <x—n) 9(2)] da
0 k=0 k/n ko k/n
M (et BY M
~n n n) n’

Pe de alta parte,

n—1 (k+1)/n n—1
S =3k (
n k/n n

k=0 k=0
n—1 1 n 1
k k
= Z = / glx)de — ) — / g(x)dz+

k=0 " k/m k=1 Jk/n

1 n 1 1 n—1 .1

> gwae= g(a) da,
n h—1 k/n n 1 k/n

e



de unde concluzia.

(2) O alta posibilitate este integrarea prin parti pentru integrale Lebesgue:

/leg(x) do = /01 </:g(t) dt> da.

Problema 4. Fie m si n doua numere naturale nenule. Sa se determine
numarul minim de raddcini complexe distincte ale polinomului [ [~ (f +k),
cand f parcurge multimea polinoamelor de grad n cu coeficienti complecsi.

Solutie. Minimumul cerut este n(m — 1)+ 1 si e atins pentru oricare dintre
polinoamele X™ — k, k=1,--- ,m.

Vom arata ca numarul de radacini distincte ale unui polinom care are forma
din enunt, este cel putin n(m — 1) + 1.
Pentru orice f € C[X], f # 0, si orice z € C, fie ord,f = ordx_.[f cea mai

mare putere a lui X — z care il divide pe f. Multimea Z(f) = {z : z €
C,ord, f # 0} este exact multimea radacinilor distincte ale lui f, si

Zordzf = Z ord, f = deg f.

zeC z€Z(f)

Prin urmare,
1Z(£)|+ > (ord.f —1) =deg f.
z€Z(f)
Dar
> (ordf —1) = > ord.(f, f),
z€Z(f) zeC

unde f’ este derivata lui f si (f, f’) este cel mai mare divizor comun al lui
f st f'. Deci
1Z(£)]+ ) ord=(f, f') = deg f. (+)
zeC
................................................................ 2 puncte

Fie f € C[X], f # 0, si g = [[},(f + ax), unde m este un numéar natural
nenul, iar ag sunt numere complexe distincte doua cate doua. Pentru g
relatia (%) devine:

|Z(g)] + Zordz(g,g') =degg = mdeg f.
zeC



Deoarece ¢’ = f'> ", Hj #k( f + a;), iar polinoamele f + aj sunt coprime
doua cate doua, daca deg f > 1, atunci (g, ¢’) divide f/, deci

> ord.(g,g') <) ord.f' =deg f' =deg f — 1.

zeC zeC

Prin urmare, |Z(g)| > (m — 1)deg f + 1.
................................................................ 4 puncte
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CLASA a IX-a

Problema 1. inélQimea [BH] dusi pe ipotenuza triunghiului ABC' inter-
secteazd bisectoarele [AD] si [CE] in punctele Q, respectiv P. Demonstrati ci
dreapta care trece prin mijloacele segmentelor [QD] si [PE] este paraleld cu
dreapta AC.

Problema 2. Determinati toate functiile f : R — R care au proprietatea:
pentru orice interval deschis gi méarginit I, multimea f(I) este un interval de-

schis, de aceeasi lungime cu I.

Problema 3. Demonstrati ca, dacd n > 2 este un numar natural si

x1,Ta,...,T, Sunt numere reale pozitive, atunci
3 3 3 3 3 3 3 3
gL P2 (T2 703 Tno1 T %n | Tp T AT
T1+22 T2+ 23 Tp—1+2Tp Tp+2T1/)

<(zp—20)? 4 (22 —23)* + ..+ (o1 — 20)2 + (2, — 1)

Problema 4. Pe o masa sunt k£ > 2 gramezi avand nq,ne,..., respectiv
ny creioane. O mutare consta in alegerea a doud gramezi avand a, respectiv b
creioane, a > b gi transferarea din prima gramada in cea de-a doua a b creioane.

Determinati conditia necesara si suficienta pentru ni, ns, ..., nk, astfel incat
sa existe o succesiune de mutari prin care toate creioanele sunt transferate in
aceeagi gramada.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notatda cu 7 puncte.



CLASA a IX-A

SOLUTII ST BAREMURI DE CORECTARE

1. fnélt;imea BH dusa pe ipotenuza triunghiului ABC' intersecteaza bisec-
toarele AD gi C'E in punctele @, respectiv P. Demonstrati cd dreapta care
trece prin mijloacele segmentelor [QD] si [PE] este paralela cu dreapta AC.

Q4 _Fhic e

c
—_— = — _— = = == = 3
HC a2’ D b QD a? ¢ b—c’ (3 p)
@:b;"ﬂ “BD, (1 p)
— b—c=— c+b b—c— ¢
BM =B+ BD " BA+27)@ (1 p)
si, analog, B—N> = b aB?’ + ﬂﬂ’ de unde
2b 2b
MN = 1 ((b*d*C)B?‘F(a*C*b)B—/l) = LC_IJCTZL
2b 2b
ceea ce dovedeste concluzia. (2 p)

2. Determinati toate functiile f : R — R care au proprietatea: pentru orice
interval deschis gi marginit I, multimea f(I) este un interval deschis, de aceeasi
lungime cu I.

Solutie. Aratam ca functiile care convin sunt cele de forma f(x) = = + ¢,

precum si cele de forma f(x) = —x + ¢, ¢ € R (este evident ca acestea verifica
cerinta). (1 p)

Pentru aceasta aratam ca
|f(z) = f()] = |z —y|,Vz,y € R. (1)



intr—adevér, dacd a < bsid = b—a, atunci imaginea intervalului I = (a—d, b+d)
este un interval deschis J de lungime 3d, iar imaginile intervalelor (a — d,a),
(a,b), (b,b+ d) sunt trei intervale deschise Ji,Jo, J3 astfel incat fiecare are
lungimea d i J = J; UJa U JJ3U{f(a)} U{f(b)}. Aceasta nu este posibil decat
dacd Jy, Jo, J3 sunt disjuncte iar f(a) si f(b) sunt punctele care impart J in trei
parti egale, deci | f(a) — f(b)| = d. (4 p)

Din (1) deducem |f(x)— f(0)] = |z|, deci f(x) = cxz, unde ¢ = f(0). Apoi,
din [f(z) — f(1)] = |z — 1|, in cazul f(1) = ¢+ 1 rezultd f(c) = ¢ + = pentru

orice x, iar in cazul f(1) = ¢ — 1 rezultd f(c) = ¢ — x pentru orice xz. (2 p)
3. Demonstrati ca, daca n > 2 este un numar natural si x1,s,..., T, sunt
numere reale pozitive, atunci
3 3 3 3 3 3 3 3
g(*r—-*2 T2 T3 Tn1 = Tn | Tp — T\
T1+T2 w2+ 23 Tp—1+Tpn Tp+2T1/)

< (x; — xg)2 + (2o — CE3)2 +oooH (Tt — xn)Q + (zn — xl)z.

Solutie. Daca notam x,,+1 = 1, atunci
n n

x3 — x3 L . . n L . .
Z i i+l _ Z 22— 22 4 Titip1 (Tiv1 — i)\ _ Z TiTi1 (Tip1 — Ti)
= F -7 = .
_ x; +xi+1 - % i+

T + Ty Pl T+ XTit1

(3 p)
Tixia1 (L1 — x5 1
@it1 (Tig i) < =41 (xi41 — x;); prin adunarea aces-
Ti+ Tit1 2
tor inegalitati pentru ¢ = 1,2, ..., n obtinem concluzia. (4 p)

Pe de alta parte,

4. Pe o masa sunt k > 2 gramezi avand ni, ns, ..., respectiv ny creioane. O
mutare consta in alegerea a doua gramezi avand a, respectiv b creioane, a > b
si transferarea din prima gramada in cea de-a doua a b creioane.

Determinati conditia necesara si suficienta pentru ni, ns, ..., ng, astfel incat
sa existe o succesiune de mutari prin care toate creioanele sunt transferate in
aceeagi gramada.

Solutie. Conditia este (n1 +n2 + ...+ ng)/d = 2™, m € N* unde d este cel
mai mare divizor comun al numerelor ny,ns, ..., ng. (1 p)

Intr-adevir, daci a,b sunt numere naturale, atunci (a — b, 2b) = (a,b) sau
(a — b,2b) = 2(a,b) deci, dupa orice mutare, cel mai mare divizor comun al
numerelor creioanelor din gramezile ramase se pastreaza sau se inmulteste cu 2.
In final rémane o gramadi cu ny + ... + ng = 2™d, m € N* creioane. (3 p)

Reciproc, dacd nq +ns + ... + ni = 2™d, m € N*, atunci demonstram prin
inductie dupa m ca exista o succesiune de mutari prin care toate creioanele se
pot transfera in aceeagi gramada.

In cazul m = 1 avem doud gramezi cu ny = ng creioane, deci dupa o mutare
obtinem o singura gramada.



Presupunem apoi ca afirmatia este adevarata pentru m < p si orice d. In
situatia ny + no + ... + ng = 2PT1d, cardinalul multimii

A={i|1<i<k, n;/deste impar}

este numar par, deci putem grupa doua cate doua gramezile cu n;,7 € A ele-
mente si, efectudnd cate o mutare in fiecare grupa, obtinem gramezi cu nf, ..., n;
creioane, cu ny +...+n; =2%(ny,...,n;), ¢ < p. Conform ipotezei de inductie,
de aici avem o succesiune de mutari care deplaseaza toate creioanele in aceeasi
gramada. (3 p)
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